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Секцiя «Математика, статистика та механiка»

Оцiнювання параметрiв у змiшаному дробовому
стохастичному рiвняннi теплопровiдностi

Д. А. Аветiсян, К. В. Ральченко

Розглядається стохастичне рiвняння теплопровiдностi, кероване змiшаним дро-
бовим броунiвським рухом:(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

1

2
Δ𝑢

)︂
(𝑡, 𝑥) = 𝜎�̇�𝐻

𝑥 + 𝜅�̇�𝑥, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R.

Тут 𝐵𝐻 = {𝐵𝐻
𝑥 , 𝑥 ∈ R}— це дробовий броунiвський рух з iндексом Хюрста 𝐻, а

𝑊 = {𝑊𝑥, 𝑥 ∈ R}— вiнерiвський процес, що не залежить вiд 𝐵𝐻 .

Вивчається задача оцiнювання параметрiв 𝜎2 i 𝜅2 за дискретними спостереже-
ннями вигляду {𝑢(𝑡𝑖, 𝑘𝛿), 𝑖 = 1, 2, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁}, де 𝑡1 > 0, 𝑡2 > 0 i 𝛿 > 0— фiксованi.
Нехай ̂︀𝑉𝑁 (𝑡) =
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Доведено, що для всiх 𝐻 ∈
(︀
0, 1

2

)︀
∪
(︀
1
2
, 1
)︀

статистики
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1

̂︀𝑉𝑁 (𝑡1)− 𝑡−1−𝐻
2

̂︀𝑉𝑁 (𝑡2)

𝑐 1
2

(︁
𝑡
1/2−𝐻
1 − 𝑡

1/2−𝐻
2

)︁
є строго консистентиними оцiнками параметрiв 𝜎2 i 𝜅2 вiдповiдно.

Дослiджено також задачу оцiнювання параметра 𝐻 за спостереженнями
{𝑢(𝑡𝑖, 𝑘𝛿), 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁}. Виведено рiвняння для знаходження оцiнки та
доведено її строгу консистентнiсть. В окремому випадку 𝑡3 = 2𝑡2 = 4𝑡1 цю оцiнку
знайдено в явному виглядi:

̂︀𝐻𝑁 =
1

2
+ log2

𝑡
−3/2
2

̂︀𝑉𝑁 (𝑡2)− 𝑡
−3/2
3
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𝑡
−3/2
1
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−3/2
2
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.
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Кiлькiсть, сума та добуток дiльникiв натурального
числа

Н. О. Арський, О. Д. Приходько
Для натурального числа 𝑛 визначають функцiї

𝜏(𝑛) =
∑︁
𝑑|𝑛

1, 𝜎(𝑛) =
∑︁
𝑑|𝑛

𝑑, 𝜎𝑚(𝑛) =
∑︁
𝑑|𝑛

𝑑𝑚, 𝜋(𝑛) =
∏︁
𝑑|𝑛

𝑑

як кiлькiсть, суму, суму 𝑚-тих (𝑚 ∈ N) степенiв та добуток дiльникiв числа 𝑛
вiдповiдно.

Зiбрано та систематизовано вiдомостi про властивостi даних функцiй: формули
для обчислення; значення даних функцiй вiд простого числа та вiд добутку двох
чисел; умови, коли функцiї набувають простих, парних чи непарних значень. Вони
доповненi такими власними результатами: розширено деякi вiдомi властивостi для
всiх натуральних значень степеня; узагальнено теореми про значення даних фун-
кцiй вiд добутку двох чисел; виведено значення кiлькостi, суми, суми 𝑚-тих степенiв
та добутку дiльникiв натурального числа, якi кратнi деякому числу, i дiльникiв, якi
є точними 𝑙-тими (𝑙 ∈ N) степенями.

Отримано значення кiлькостi, суми 𝑚-тих степенiв та добутку усiх спiль-
них дiльникiв двох натуральних чисел i знайдено формули для обчислен-
ня наступних виразiв: 𝜏(НСД(𝑠; 𝑡))𝜏(НСК(𝑠; 𝑡)), 𝜎𝑚(НСД(𝑠; 𝑡))𝜎𝑚(НСК(𝑠; 𝑡)),
𝜋(НСД(𝑠; 𝑡))𝜏(НСК(𝑠;𝑡))𝜋(НСК(𝑠; 𝑡))𝜏(НСД(𝑠;𝑡)).

Дослiджено середнi величини для дiльникiв натурального числа: доповнено ста-
ттю Ойстiна Оре [1] результатами для середнього степеневого порядку 𝑚 i сере-
днього квадратичного вiд всiх дiльникiв натурального числа та виведено значення
добуткiв середнiх величин вiд НСД та НСК двох натуральних чисел.

Виведено формули сум усiх можливих добуткiв, кожен з яких мiстить по два
або три рiзних дiльники натурального числа, та рекурентну формулу

𝑠𝑘+1,𝑚 =
1

𝑘 + 1

(︃
(−1)𝑘𝜎(𝑘+1)𝑚(𝑛) +

𝑘−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑙𝑠𝑘−𝑙,𝑚(𝑛)𝜎(𝑙+1)𝑚(𝑛)

)︃
,

де 𝑑1, 𝑑2, ... , 𝑑𝜏(𝑛) – це впорядкованi за зростанням дiльники числа 𝑛, а

𝑠𝑘,𝑚(𝑛) =
∑︁

1≤𝑎1<𝑎2<...<𝑎𝑘≤𝜏(𝑛)

𝑑𝑚𝑎1
𝑑𝑚𝑎1
· ... · 𝑑𝑚𝑎𝑘

, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≤ 𝜏(𝑛)− 1.
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Characterization of minimax identity with robust
non-concave utility functions for constrained case of

random endowments

O. Bahchedjioglou

We studied the robust utility maximization functional of the terminal wealth in com-
plete market models. This problem is well-known for strictly concave utility functions
and we extended existing results for non-concave utility functions while considering
an additional upper bound. The basic model as in [1] with the assumption that the
discounted price process is locally bounded. Moreover, similarly to [2, Chapter 3] we
consider a modified constrained counterpart. Specifically, we assume that there is an
upper bound on the endowment, given by a random variable 𝑊 : Ω → [0,+∞). The
budget set is then given by 𝒳𝑊

𝑥 := {𝑋 ∈ 𝐿1(𝑄𝑒) | 0 ≤ 𝑋 ≤ 𝑊,E𝑄𝑒 [𝑋] ≤ 𝑥}, where
𝑥 > 0 is the initial wealth and 𝑄𝑒 is the unique equivalent local martingale measure.

Theorem 1. Under some natural assumptions on the probability space and value
functions as in [1], and additionally assuming that the probability space (Ω,ℱ ,P) be
atomless, the following holds

sup
𝑋∈𝒳𝑊

𝑥

inf
𝑄∈𝒬𝑒

𝐸𝑄[𝑈𝑐(𝑋)]
(1⋆)
= sup

𝑋∈𝒳𝑊
𝑥

inf
𝑄∈𝒬

𝐸𝑄[𝑈𝑐(𝑋)]
(2⋆)
= inf

𝑄∈𝒬
sup

𝑋∈𝒳𝑊
𝑥

𝐸𝑄[𝑈𝑐(𝑋)]

≤ (4⋆) =(3⋆)
sup

𝑋∈𝒳𝑊
𝑥

inf
𝑄∈𝒬𝑒

𝐸𝑄[𝑈(𝑋)] inf
𝑄∈𝒬𝑒

sup
𝑋∈𝒳𝑊

𝑥

𝐸𝑄[𝑈𝑐(𝑋)]

=(6⋆) =(5⋆)

sup
𝑋∈𝒳𝑊

𝑥

inf
𝑄∈𝒬

𝐸𝑄[𝑈(𝑋)]
(7⋆)

≤ inf
𝑄∈𝒬

sup
𝑋∈𝒳𝑊

𝑥

𝐸𝑄[𝑈(𝑋)]
(8⋆)

≤ inf
𝑄∈𝒬𝑒

sup
𝑋∈𝒳𝑊

𝑥

𝐸𝑄[𝑈(𝑋)]
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Непараметричний двофакторний дисперсiйний
аналiз

А. М. Буковецька
Непараметричнi тести застосовують у випадках, коли данi не задовольняють

припущення параметричних критерiїв. Одним з вiдомих непараметричних аналогiв
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одно-факторного дисперсiйного аналiзу є тест Краскела-Уоллiса. Першу частину
роботи присвячено вивченню особливостей застосування цього тесту та порiвнянню
його потужностi з (параметричним) ANOVA, за допомогою тесту перестановок на
даних з рiзних типових розподiлiв.

Також в роботi вивчено деякi моделi (з повтореннями та без, з перетином та
без) дво-факторного дисперсiйного аналiзу

𝑌𝑖,𝑗,𝑘 = 𝑚+ 𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 + (𝑎𝑏)𝑖,𝑗 + 𝑒𝑖,𝑗,𝑘

Для пошуку непараметричного аналогу двох-факторного ANOVA в роботi розгля-
нуто теорiю методу 𝑚 ранжувань. Бернард i Ван Елтерен [1] застосували її для
побудови тесту для головних факторiв дисперсiйного аналiзу. Мета даної роботи
полягає у розширеннi цього пiдходу i на тест перетину двох факторiв та дослiджен-
нi потужностi вiдповiдних тестiв.
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Перевiрка однорiдностi розподiлiв компонент сумiшi
за цензурованими даними

Д. Д. Горбунов

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концентрацiями (далi СЗК) з випадковим
цензуруванням справа. Спостерiгаються деякi об’єкти 𝑂1, . . . , 𝑂𝑁 , кожен з яких мо-
же належати однiй з 𝑀 популяцiй (компонент). Номер популяцiї ind(𝑂𝑗) вважається
невiдомим, однак вiдомi ймовiрностi потрапляння кожного об’єкта до вiдповiдної
компоненти: 𝑝𝑚𝑗 = P(ind(𝑂𝑗) = 𝑚). Кожному об’єкту вiдповiдає його час вiдмови
𝑇𝑗 = 𝑇 (𝑂𝑗) та цензор 𝐶𝑗 = 𝐶(𝑂𝑗). Припускається, що випадковi вектори (𝑇𝑗 , 𝐶𝑗)
є незалежними для рiзних 𝑗, розподiл є неперервним та описується моделлю СЗК,
а час та цензор є незалежними при фiксованому ind(𝑂𝑗). Дослiднику вiдомi лише
величина 𝜉𝑗 = min(𝑇𝑗 , 𝐶𝑗) та iндикатор вiдсутностi цензурування 𝛿𝑗 = 1{𝑇𝑗 ≤ 𝐶𝑗}.

Для кожної компоненти нас цiкавить умовний розподiл часу вiдмови. Iнколи
потрiбно перевiрити, чи не є двi (або бiльше) компоненти сумiшi однорiдними, тобто
чи не є розподiли спостережуваної характеристики однорiдними для цих компонент.

У роботi розроблено узагальнення тесту Колмогорова-Смiрнова, що базується
на використаннi виправленої оцiнки Каплана-Мейєра для СЗК та бутстреп-технiки
зi згладжуванням. Продемонстровано роботу тесту на модельованих даних. Мето-
дом iмiтацiйного моделювання визначено ймовiрностi помилок першого та другого
роду для розробленого тесту. Результати показують, що на вибiрках помiрного об-
сягу тест працює адекватно.

Результати можуть бути застосованi при оцiнюваннi функцiй виживаностi у
випадку, коли дослiджуванi об’єкти належать до рiзних популяцiй. Наприклад, у
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медицинi можна дослiджувати часи виживання пацiєнтiв пiсля застосування де-
якого препарату, де пацiєнти беруться з рiзних популяцiй: за регiоном проживання,
iсторiєю хвороби тощо.
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Конгруенцiї з бiномiальними коефiцiєнтами
I. О. Горобець, О. Д. Приходько

Остачею вiд дiлення бiномiальних коефiцiєнтiв на натуральне число цiкавилось
не одне поколiння математикiв, i зараз це питання теж є актуальним у науковiй
спiльнотi. Це пiдтверджує наявнiсть значної кiлькостi статей та посiбникiв, у яких
пiднiмається дана тема.

У роботi зiбрано та упорядковано вiдомостi про базовi властивостi конгруенцiй
з бiномiальними коефiцiєнтами. До всiх тверджень наведено лаконiчнi та доступнi
школяревi доведення.

Пiдготовча частина дослiдження мiстить iнформацiю про властивостi конгру-
енцiй, бiномiальних коефiцiєнтiв та про 𝑝-адичну функцiю, формулу Лежандра i
теорему Куммера.

Основний результат – це леми, твердження та теореми, в яких сформульованi
властивостi конгруенцiй за модулем простого числа з остачею 0, конгруенцiй за
модулем натурального числа з остачею 0, конгруенцiй за модулем простого числа з
довiльною остачею. Окремо розглянуто теорему для конгруенцiй за модулем 2.

Також придiлено увагу використанню сформульованих вище властивостей у до-
веденнях iнших результатiв. Отриманi твердження доповнено конгруенцiями, якi
виконуються для простого числа 𝑝 > 2 та цiлого 𝑎:

𝑎𝑝 + (𝑝− 𝑎)𝑝 ≡ 0 (mod 𝑝2),

𝑝∑︁
𝑎=1

𝑎𝑝 ≡ 0 (mod 𝑝2).

Автори

Iрина Олегiвна Горобець — учениця 11 класу, Український фiзико-
математичний лiцей Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-
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Про симетрiї систем лiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку

С. T. Гурака

У рамках групового аналiзу диференцiальних рiвнянь дослiджуємо клас нор-
мальних лiнiйних систем iз 𝑛 звичайних диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку [1] 𝑥𝑡𝑡 = 𝐴(𝑡)𝑥𝑡 + 𝐵(𝑡)𝑥 + 𝑓(𝑡) iз 𝑛 невiдомими функцiями 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
𝑥(𝑡) =

(︀
𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)

)︀
T, 𝑛 ≥ 2, 𝐴(𝑡) та 𝐵(𝑡) — довiльнi гладкi 𝑛 × 𝑛 матрично-

значнi функцiї змiнної 𝑡, 𝑓(𝑡) — довiльна гладка векторнозначна функцiя змiнної 𝑡.
За допомогою перетворень еквiвалентностi розглядувану систему завжди можна
звести до канонiчного вигляду �̈� = 𝑉 (𝑡)𝑥, де 𝑉 (𝑡) — 𝑛×𝑛 матричнозначна функцiя
змiнної 𝑡. Якщо 𝑉 (𝑡) ≡ 𝑉 — стала 𝑛 × 𝑛 матриця, то систему зводимо до вигляду
�̈� = 𝐽𝑥, де 𝐽 — жорданова нормальна форма матрицi 𝑉 . Якщо матриця 𝐽 про-
порцiйна одиничнiй, то система еквiвалентна елементарнiй системi �̈� = 0, лiївськi
симетрiї якої добре вiдомi (див., наприклад, [1]). Якщо ж матриця 𝐽 непропорцiйна
одиничнiй, то вiдповiдно до [2, теорема 1] для повної групової класифiкацiї необ-
хiдно розв’язати задачу Фробенiуса, тобто описати всi матрицi, що комутують iз
фiксованою матрицею 𝐽 . Використовуючи алгоритм, запропонований в [2], у роботi
виконано вичерпну групову класифiкацiю систем �̈� = 𝐽𝑥 у випадках двох, трьох та
чотирьох залежних змiнних. Завдяки проведеним дослiдженням вдалося уточнити
результати робiт [3, 4], що були отриманi ранiше в рамках класичного iнфiнiтези-
мального пiдходу.
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Класифiкацiя дiй людини з використанням
радiосигналiв Wi-Fi

В. С. Гусєв
Наразi дуже актуальною проблемою є безпека власних будинкiв. Зазвичай за-

для безпеки ведеться вiдеоспостереження. У результатi виникає нова проблема з
конфiденцiйнiстю, оскiльки бiльшiсть людей хотiли б, щоб те, що вiдбувається все-
рединi їхнiх будинкiв, було приватним вiд зовнiшнього свiту. Легко зрозумiти, чому
постiйно включенi камери та мiкрофони змушують нас нервувати. Майже у кожної
сучасної людини є вдома WI-FI-адаптер, який забезпечує бездротове мережеве з’єд-
нання для обладнання, яке до нього пiдключено. Робота цього адаптера заснована
на розповсюдженнi радiосигналiв.

У своїй роботi я збираю та використовую цi сигнали для класифiкацiї дiй люди-
ни. Коли в будинку є рух, брижi створюються в сигналах Wi-Fi. Рiзнi дiї с викли-
кають рiзнi коливання у сигналах Wi-Fi. Я дослiджую такi активностi, як: drink,
walk, sleeping, cook, sittdown, standup, washingdishes, nothing, petcat, brushteeth, geti-
ntobed. Тому моєю головною задачею є побудова математичної моделi, що дозволить
вiдрiзняти та класифiкувати рiзнi класи дiй людини. Тобто, мiнiмiзую функцiю, що
виначає типи активностей за наявних вiдомих значень:

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝐹 (�̄�, 𝑓(𝑥𝑖))−𝑅𝑖| → 𝑚𝑖𝑛�̄�,𝑓(𝑥𝑖)
, де

- 𝐹 (�̄�, 𝑓(𝑥𝑖)) - модель, яка класифiкує вхiднi данi, набуває значення вiд 0 до
11, що вказує на порядковий номер активностi;

- 𝑛 - розмiр даних, на яких модель "навчається";
- 𝑅𝑖 - вiдомий тип активностi;
- �̄� - параметри моделi;
- 𝑓(𝑥𝑖) - похiднi характеристики, вирахованi на вхiдних даних;
- 𝑥𝑖 - данi CSI(Iнформацiя про стан каналу).

Вхiдними даними є iнформацiя про стан каналуз плати Raspberry Pi 4, яка пiд-
ключається до адаптера Wi-Fi. На першому етапi я проаналiзував данi, з якими
працюю. Оскiльки на вхiд я отримую сигнали з великою кiлькiстю пiднесучих, я
перевiрив чи корелюють вони мiж собою. Як виявилося тiльки сусiднi пiднесучi
корелюють мiж собою, тому для зменшення їх кiлькостi я провiв аналiз основних
компонент. Потiм за допомогою ковзного середнього згладив сигнал i вiдфiльтрував
шуми вейвлет перетворенням. Для класифiкацiї за заданими ознаками був викори-
станий алгоритм машинного навчання.
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Геометричнi характеристики скручених правильних
призматоїдiв
М. С. Деркач

Многогранники призматичної форми використовуються в архiтектурi, мисте-
цтвi, технiцi та рiзних галузях науки для моделювання об’єктiв. Метою даної ро-
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боти є дослiдження змiн геометричних характеристик скручених правильних при-
зматоїдiв за допомогою математичного моделювання задачi в прямокутнiй системi
координат. В роботi проведено класифiкацiю призматоїдiв; введено поняття пря-
мого призматоїда (призматоїд, основи якого є вписаними многокутниками, центр
описаного кола навколо верхньої основи якого проектується в центр описаного кола
навколо нижньої основи), скрученого (призматоїд, отриманий з початкового при-
зматоїда поворотом однiєї з основ навколо деякої осi на деякий кут) та правильного
призматоїда (прямий призматоїд з правильними однойменними многокутниками в
основах та рiвними бiчними гранями). Розглянуто двi математичнi моделi змiни
геометричних параметрiв вихiдного правильного призматоїда при поворотi однiєї
з основ – зi сталою висотою та зi сталою довжиною бiчного ребра. Доведено, що
многокутники в перерiзах, паралельних основам скрученого правильного призмато-
їда, є на чверть правильними, але за деяких умов можуть ставати рiвностороннiми
напiвправильними. Доведено, що котангенси двогранних кутiв при ребрi основи
правильного призматоїда задовольняють рiвняння равлика Паскаля з вiссю симе-
трiї, повернутою на кут 𝜋

𝑛
. На вiдмiну вiд випадку скрученої правильної призми та

вiдповiдної антипризми [1, 2] равлик Паскаля може мати як вузлову точку, так i
iзольовану точку або точку повернення. Виявлено, що при застосуваннi моделi зi
сталим ребром вершина скрученої правильної призми рухається по кривiй Вiвiанi,
яка проектується на одну з координатних площин у виглядi лемнiскати Жероно.
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Morse-Smale flows in the Boy’s surface
Luca Di Beo

Morse-Smale (MS) dynamical systems are amongst the simplest possible dynamical
systems, with strong restrictions imposed on its critical points. In this thesis, I present a
brief history of the development of the theory, along with the introduction of important
definitions, theorems and lemmas. Moreover, I investigate MS systems in the Boy’s
surface (Р‘), with emphasis on optimal ones. A method relying only on topological
features has been used in order to classify MS systems in Р‘. A review of some topological
properties of this space is presented in order to construct the necessary arguments that
allowed the discovery of this type of flow in Р‘.

At the time this thesis was written, there was no current work in the literature
regarding the classification of all optimal MS flows in Р‘. Hence, my original contribution
to knowledge here is the finding of all 342 optimal MS flows in Р‘, the finding of all 80
optimal Projective MS (PMS) flows ( Projective MS flows in Р‘ are those MS flows in Р‘
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that can be extended to MS flow in R𝑃 2). in Р‘, and the exposure of a few non-optimal
ones, as a preparatory path for future researchers, all up to symmetry.
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Оцiнка параметра зсуву 𝜃 в моделi з двома
дробовими броунiвськими рухами

Ю. С. Мiшура, Г. С. Железняк

Розглядається задача оцiнки невiдомого параметра зсуву 𝜃 в моделi

𝑋𝑡 = 𝜃𝑡+𝐵𝐻1
𝑡 +𝐵𝐻2

𝑡 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

де 𝐵𝐻1 та 𝐵𝐻2 – два незалежнi дробовi броунiвськi рухи з рiзними iндексами Хюр-
ста 1/2 ≤ 𝐻1 < 𝐻2 < 1 та параметри 𝐻1 i 𝐻2 вiдомi. У [1] було показано, що оцiнка
максимальної вiрогiдностi (ОМВ) має вигляд

𝜃𝑇 =

∫︀ 𝑇
0

ℎ𝑇 (𝑡)𝑑𝑌𝑡

𝛾𝐻1 (2− 2𝐻1)
∫︀ 𝑇
0

ℎ𝑇 (𝑡)𝑡1−2𝐻1𝑑𝑡
,

де процес 𝑌𝑡 = 𝑐𝐻1

∫︀ 𝑡
0
𝑠

1
2
−𝐻1 (𝑡−𝑠)

1
2
−𝐻1 𝑑𝑋𝑠. Зображення оцiнки на [0, 𝑇 ] спирається

на розв’язок iнтегрального рiвняння Фредгольма 2-го роду

ℎ𝑇 (𝑢) +
1

2− 2𝐻1

∫︁ 𝑇

0

ℎ𝑇 (𝑠)𝐾(𝑠, 𝑢)𝑑𝑠 = 1, 𝑢 ∈ [0, 𝑇 ].

зi слабко-сингулярним ядром 𝐾(𝑠, 𝑢) = 𝑢1−2𝐻1
∫︀ 𝑠∧𝑢
0

𝜙(𝑠, 𝑣)𝜙(𝑢, 𝑣)𝑑𝑣, де

𝜙(𝑠, 𝑣) =
𝜕

𝜕𝑠
𝐾𝐻1,𝐻2

(𝑠, 𝑣)

та
𝐾𝐻1,𝐻2 (𝑠, 𝑣) = 𝛽𝐻2𝑐𝐻1𝑣

1
2
−𝐻2

∫︁ 𝑣

𝑠

(𝑠− 𝑧)
1
2
−𝐻1𝑧𝐻2−𝐻1 (𝑧 − 𝑣)𝐻2− 3

2 𝑑𝑧.

Оцiнки 𝜃
(1)
𝑇 = 𝑋𝑇

𝑇
та 𝜃

(2)
𝑇 =

∫︀ 𝑇
0 𝑋𝑡𝑑𝑡

𝑇
було розглянуто в якостi альтернативних.

Поведiнку трьох оцiнок параметрiв зсуву порiвняно за допомогою чисельного мо-
делювання. Як правило, оцiнка 𝜃

(1)
𝑇 збiгається трохи повiльнiше, нiж 𝜃𝑇 . Однак,

перевага 𝜃
(1)
𝑇 у простотi формi, тому обчислювати її швидше. Оцiнка 𝜃

(2)
𝑇 працює

значно гiрше, нiж 𝜃𝑇 та 𝜃
(1)
𝑇 , тому ми не рекомендуємо її використовувати.
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Задачi оптимального керування на пiвосi для
диференцiальних включень зi швидкоколивними

коефiцiєнтами
Т. Ю. Жук

У роботi застосовано метод усереднення до розв’язання задачi оптимального
керування зi швидкоколивними змiнними, лiнiйної за керуванням, на скiнченно-
му iнтервалi. Об’єктом керування при цьому виступає система диференцiальних
включень з Лiпшицевою за фазовою змiнною правою частиною. Розглянемо зада-
чу оптимального керування системи диференцiальних включень на пiвосi з малим
параметром i швидко осцилюючими коефiцiєнтами

�̇� ∈ 𝑓(
𝑡

𝜀
, 𝑥) + 𝑓1(𝑥)𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0 (1)

iз критерiєм якостi

𝐽𝜀[𝑢] =

∞∫︁
0

(︀
𝑒−𝑗𝑡𝐴(𝑡, 𝑥𝜀(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)

)︀
𝑑𝑡→ 𝑖𝑛𝑓 (2)

Тут 𝜀 > 0 - малий параметр, 𝑗 > 0 - фiксована стала, що характеризує дисконт, 𝑥 -
фазовий вектор в 𝑅𝑑, 𝑢(𝑡) - 𝑚-вимiрний вектор керування, який приймає значення
у деякiй множинi 𝑈 ⊂ 𝑅𝑚. Нехай для багатозначної функцiї 𝑓 iснує рiвномiрно за
𝑥 ∈ 𝑅 середнє

lim
𝑠→∞

1

𝑠

𝑠∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑡 = 𝑓0(𝑥), (3)

де iнтеграл вiд багатозначної функцiї розумiємо в сенсi Аумана, а границя багато-
значної функцiї розумiється в сенсi Хаусдорфа. Задачi оптимального керування на
пiвосi 1, 2 ставиться у вiдповiднiсть усереднена задача керування:

�̇� = 𝑓0(𝑦) + 𝑓1(𝑢)𝑢(𝑡), 𝑦(0, 𝑢(0)) = 𝑥0 (4)
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iз критерiєм якостi

𝐽0[[, 𝑢] =

∞∫︁
0

(︀
𝑒−𝑗𝑡𝐴(𝑡, 𝑦(𝑡)) + 𝑢2(𝑡)

)︀
𝑑𝑡→ 𝑖𝑛𝑓 (5)
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Дослiдження динамiки фiнансового ринку в умовах
макроекономiчної невизначеностi

В.П. Зубченко
Введення в Українi з 24 лютого 2022 р. воєнного стану та впровадження обме-

жень на фiнансовому ринку згiдно Постанови Нацiонального банку України “Про
роботу банкiвської системи в перiод запровадження воєнного стану” привело до
iстотної змiни динамiки ключових макропоказникiв та фiнансових iнструментiв.

У вiдповiдностi до вказаної Постанови зафiксований ряд показникiв дiяльностi
фiнансового ринку: облiкова ставка, офiцiйний курс до дол. США, споживча iн-
фляцiя, крива дохiдностi до погашення за облiгацiями внутрiшньої державної пози-
ки, Український iндекс мiжбанкiвських ставок овернайт (UONIA). Тимчасовi обме-
ження торкнулись операцiй за багатьма класичними фiнансовими iнструментами,
мiжбанкiввський ринок працює здебiльшого на забезпечення операцiй критичної
фiнансової iнфраструктури. Воєннi дiї привели до втрати значної частини ВВП,
в той же час починає надходити усi бiльше фiнансової допомоги вiд мiжнародних
фiнансових iнститтуцiй (МВФ, Свiтовий банк, ЄБРР) та країн-партнерiв.

Досдiдження прибутковостi та ризиковостi фiнансових операцiй, прогнозування
майбутньої динамiки здiйснюється iз використанням сценарного пiдходу. У зв‘язку
iз обмеженнями на фiнансовому ринку та загалом тимчасової вiдсутностi ринкових
даних для побудови оцiнок використовуються нестандартнi моделi.

У роботi дослiджено динамiку ключових макроекономiчних показникiв, про-
ведено аналiз їх чутливостi до стрес-факторiв, оцiнено влив на змiну показникiв
прибутковостi та ризиковостi основних та похiдних фiнансових iнструментiв.
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Around the Euler’s constant

M. V. Kachaikin

Euler’s constant was discovered by mathematician Leonhard Euler in 1734. It is
defined as a limit of difference of sequence of partial sums of the harmonic series and
natural logarithm:
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𝛾 = lim
𝑛→∞

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘
− ln(𝑛)

)︂
= 0.5772156..

By analogy to Euler’s constant, based on results of article [1], we constructed one-
parameter family of constants, which defined as a limit of a difference of sequence of
partial sums of the generalized harmonic series and related integral which depends on
parameter:

𝜈(𝛼) := lim
𝑛→∞

[︂
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘𝛼 −

𝑛∫︀
1

𝑑𝑡
𝑡𝛼

]︂
, 𝛼 ≥ 0

We showed that 𝜈(𝛼) is correctly defined, infinitely differentiable on (0,+∞), dis-
covered that it discontinuous at zero, found a limit as 𝛼 → +∞, and proved that for
every 𝛼 ≥ 0 holds inequality: 0 ≤ 𝜈(𝛼) ≤ 1.

Results of research accepted for submission in Scientific Bulletin of Uzhhorod Uni-
versity. Series of mathematics and informatics, Vol. 40, No 1.
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Математичне моделювання динамiки страхового
сектору економiки України

В. В. Копил, В. П. Зубченко
У той час як наслiдки COVID-19 та ймовiрна, але примарна, загроза повто-

маштабного вiйськового вторгнення Росiї на територiю України були визначенi як
головнi загрози стабiльностi роботи українського страхового ринку, iсторiя 24 лю-
того 2022 року внесла свої корективи. На жаль, воєннi дiї вже бiльше не будуть
розглядатися у площинi йморiвностi, бо факт початку вiйни вже стався i чим бiль-
ше вiйна триває, тим гiрша настає економiчна ситуацiя в країнi. Головною метою
роботи є проведення стрес-тестування про дiяльнiсть страховика по головним ризи-
кам страхового сектору України. Отже, було проведено стрес-тестування дiяльностi
страховика за державними вимогами, використано у дослiдженi кризу 2014 року як
приклад перiоду початку росiйської агресiї проти України. Як наслiдок, визначенi
ключовi фактори впливу найголовнiших загроз розвитку та стабiльностi страхової
дiяльностi у залежностi вiд внутрiшнiх та зовнiшнiх факторiв упливу такi як вiдтiк
iноземних iнвестицiй, вплив COVID-19, прискiпливий монiторинг страхових компа-
нiй Нацбанком та iнфляцiї, але найнагальнiший ризик на сьогоднi є, безперечно,
вiйна. Дослiдження проводилися на основi наведених формул у Законi України [1]
та європейських вимог директиви Solvency II, що почала запроваджуватися в укра-
їнськiй економiцi.
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Small counts in nested Karlin’s occupancy scheme
generated by discrete Weibull-like distributions

V. Kotelnikova

A nested Karlin’s occupancy scheme is a symbiosis of classical Karlin’s balls-in-boxes
scheme and a weighted branching process. To define it, imagine a deterministic weighted
branching process in which weights of the first generation individuals are given by the
elements of a discrete probability distribution. For each positive integer 𝑗, identify the
𝑗th generation individuals with the 𝑗th generation boxes. The collection of balls is one
and the same for all generations, and each ball starts at the root of the weighted branch-
ing process tree and moves along the tree according to the following rule: transition
from a mother box to a daughter box occurs with probability given by the ratio of the
daughter and mother weights.

Assume that there are 𝑛 balls and that the discrete probability distribution re-

sponsible for the first generation is Weibull-like. Denote by 𝒦(𝑗)
𝑛 (𝑙) and 𝒦*(𝑗)

𝑛 (𝑙) the
number of the 𝑗th generation boxes which contain at least 𝑙 balls and exactly 𝑙 balls,
respectively. We prove functional limit theorems (FLTs) for the matrix-valued processes(︀
𝒦(𝑗)

[e𝑇+·]
(𝑙)
)︀
𝑗,𝑙∈N and

(︀
𝒦*(𝑗)

[e𝑇+·]
(𝑙)
)︀
𝑗,𝑙∈N, properly normalized and centered, as 𝑇 → ∞.

The present FLTs are an extension of a FLT proved by Iksanov, Kabluchko and Kotel-

nikova [1] for the vector-valued process
(︀
𝒦(𝑗)

[e𝑇+·]
(1)
)︀
𝑗∈N. While the rows of each of

the limit matrix-valued processes are independent and identically distributed, the en-
tries within each row are stationary Gaussian processes with explicitly given covariances
and cross-covariances. We provide an integral representation for each row. The results
obtained are new even for Karlin’s occupancy scheme.

The talk is based on a joint work with A. Iksanov (Kyiv) [2].
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Про обмеженi в середньому розв’язки рiзницевих
рiвнянь другого порядку

В. П. Кравець, М. Ф. Городнiй

Отримано оцiнку близькостi компонент єдиного обмеженого у середньому
розв’язку рiзницевого рiвняння другого порядку зi стрибком операторного коефi-
цiєнта до компонент обмеженого у середньому розв’язку рiзницевого рiвняння зi
сталим операторним коефiцiєнтом.

Нехай (𝑋, ‖·‖) — комплексний банахiв простiр; ℒ(𝑋) — банахiв простiр усiх
лiнiйних обмежених операторiв, що дiють в 𝑋; 𝐼,𝑂 — вiдповiдно одиничний та
нульовий оператори в 𝑋. Нехай (Ω,ℱ , 𝑃 ) — повний iмовiрнiсний простiр.

Розглянемо рiзницевi рiвняння{︂
𝜉𝑛+1 − 2𝜉𝑛 + 𝜉𝑛−1 = 𝐴𝜉𝑛 + 𝜂𝑛, 𝑛 ≥ 1,

𝜉𝑛+1 − 2𝜉𝑛 + 𝜉𝑛−1 = 𝐵𝜉𝑛 + 𝜂𝑛, 𝑛 ≤ 0,
(1)

𝜁𝑛+1 − 2𝜁𝑛 + 𝜁𝑛−1 = 𝐴𝜁𝑛 + 𝜂𝑛, 𝑛 ∈ Z. (2)

у яких 𝐴,𝐵 — фiксованi оператори з ℒ(𝑋), {𝜂𝑛, 𝑛 ∈ Z} — задана обмежена в
середньому послiдовнiсть 𝑋-значних випадкових елементiв, {𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z}, {𝜁𝑛 𝑛 ∈ Z}
— шуканi обмеженi в середньому послiдовностi 𝑋-значних випадкових елементiв
простору (Ω,ℱ , 𝑃 ).

Отримано достатнi умови на оператори 𝐴,𝐵, при виконаннi яких i рiзницеве
рiвняння (1), i рiзницеве рiвняння (2) має для довiльної обмеженої в середньому
послiдовностi {𝜂𝑛, 𝑛 ∈ Z} єдиний обмежений у середньому розв’язок, а також зна-
йдуться сталi 𝜌 ∈ (0, 1), 𝐶 > 0, 𝑛0 ∈ N, якi залежать тiльки вiд операторiв 𝐴, 𝐵 i
такi, що для кожної обмеженої в середньому послiдовностi {𝜂𝑛, 𝑛 ∈ Z} для вiдповiд-
них до цiєї послiдовностi обмежених у середньому розв’язкiв {𝜉𝑛, 𝑛 ∈ Z} рiвняння
(1) та {𝜁𝑛, 𝑛 ∈ Z} рiвняння (2) виконується оцiнка:

∀𝑛 ≥ 𝑛0 : 𝐸‖𝜉𝑛 − 𝜁𝑛‖𝑋 ≤ 𝐶𝜌𝑛 sup
𝑛∈Z

𝐸‖𝜂𝑛‖𝑋 .
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Непараметричнi тести для порiвняння виживання у
двох групах

М. В. Любима

Одним iз ключових об’єктiв аналiзу у клiнiчних дослiдженнях є час до визна-
ченої подiї, а також порiвняння двох груп пацiєнтiв. Чи є ризики у двох групах
однаковими? Якщо нi, то яка має бiльшу тенденцiю до настання подiї? Виходячи
з особливостей даних клiнiчних дослiджень, для вiдповiдей на цi питання потрiбна
бiльш потужна методика, анiж порiвняння функцiй ризику поточково або аналiз
середнiх часу виживання. Найбiльш поширеним є лог-ранк тест [1]. Припускається,
що вiдношення функцiй ризику двох груп з часом залишається сталим з параме-
тром 𝛽:

ℎ1(𝑡)

ℎ2(𝑡)
= 𝑒𝑥𝑝(𝛽) (1)

Основна статистична гiпотеза 𝐻0 : 𝛽 = 0. Iншими словами, що кривi виживання
двох груп однаковi. Дається оцiнка кiлькостi подiй, якi б можна було очiкувати
пiсля попередньої, припускаючи, що рiзницi мiж групами немає. Для цього викори-
стовується хi-квадрат статистика [1] або оцiнка Мантеля-Гензеля [2], якщо попере-
дньо роздiлити час на iнтервали.

Якiсною вiдмiннiстю i перевагою такого методу є те, що враховується, коли саме
подiя вiдбувається, а не лише факт її настання. Таким чином, є сенс використання
даного тесту для бiльшої гнучкостi у часi, якщо, наприклад, перiоди нагляду за
пацiєнтами рiзняться та (або) маємо справу з цензурованими даними.

Розглянуто застосування представлених пiдходiв для обчислення статистик на
iлюстративному датасетi, що викладено у вiльний доступ.

Аналогiчну статистику можна застосувати i для бiльш складного завдання, до-
слiджуючи вплив одного з факторiв (первинного), параметризуючи iншi змiннi.
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Асимптотична поведiнка розв’язку параболiчного
рiвняння зi стохастичною мiрою при 𝑡 → ∞

Б. I. Манiкiн

Нехай 𝑋 - довiльна множина, ℬ - 𝜎-алгебра пiдмножин 𝑋, 𝐿0 = 𝐿0(Ω,ℱ , 𝑃 )
- множина всiх випадкових величин на повному ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ , 𝑃 ).
Стохастичною мiрою на ℬ називається 𝜎-адитивне вiдображення 𝜇 : ℬ → 𝐿0.
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У роботi [1] розглянуто м’який розв’язок параболiчного рiвняння:

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁
R
𝑝(𝑡, 𝑥; 0, 𝑦)𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠

∫︁
R
𝑝(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠, 𝑦, 𝑢(𝑠, 𝑦)) 𝑑𝑦

+

∫︁
R
𝑑𝜇(𝑦)

∫︁ 𝑡

0

𝑝(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠, (1)

де (𝑡, 𝑥) ∈ [0,+∞) × R, 𝑢 : [0,+∞) × R × Ω → R, стохастична мiра 𝜇 визначе-
на на борельовiй 𝜎-алгебрi, 𝑝(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦) - фундаментальний розв’язок параболiчного
оператора

ℒ𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑡)
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕2𝑥
+ 𝑏(𝑡)

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝑐(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑥)−

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
. (2)

У доповiдi сформульовано умови на функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐 з (2), 𝑢0, 𝑓 , 𝜎 з (1), за яких

sup
𝑥∈R
|𝑢(𝑡, 𝑥)| → 0, 𝑡→∞,

де збiжнiсть розглядається у сенсi м. с.
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Прогнозування демографiчних показникiв за
допомогою сплайнiв з урахуванням економiчних

показникiв
А. А. Мелекесцева

На пiдставi даних Держкомстату України за 1979–2019 рр. було спрогнозовано
ймовiрнi змiни чисельностi, народжуваностi та смертностi населення м. Коростеня
i 5 районiв Житомирської областi за допомогою сплайнової моделi спостережень
[1]:

𝑦𝑖 = 𝑆(𝑡𝑖) + 𝜎𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1)

де 𝑦𝑖 – спостережуванi випадковi величини у вiдомi моменти часу 𝑡𝑖; 𝑆 – невiдо-
ма функцiя регресiї, що є полiномiальним сплайном з певною сiткою вузлiв; 𝜀𝑖 –
незалежнi випадковi величини, що мають стандартний нормальний розподiл; 𝜎 –
невiдоме стандартне вiдхилення похибок спостережень.

Побудовано 95 % довiрчi смуги для динамiки показникiв на 1979–2023 рр., а
також довiрчi iнтервали для прогнозiв на 2020-2023 рр.

Планується уточнити отриманi прогнози, для чого потрiбно брати до уваги ди-
намiку економiчних показникiв. Будемо розглядати дещо змiнену модель спостере-
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жень:
𝑦𝑖 = 𝑆(𝑡𝑖) + 𝛽𝑈𝑖 + 𝜎𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (2)

де 𝑈𝑖 - вектор iз 3-5 економiчних показникiв, котрi найбiльше впливають на певний
демографiчний показник; 𝛽 - вiдповiднi коефiцiєнти, якi потрiбно оцiнити.

З метою визначити, якi економiчнi показники найбiльше впливають на дослi-
джуванi демографiчнi показники, було обчислено попарнi коефiцiєнти кореляцiї
мiж економiчними i демографiчними показниками. Виявлено, що найбiльше пов’я-
занi з демографiчними наступнi економiчнi показники: доходи i витрати населення,
середньомiсячнi заробiтна плата й пенсiя, валовий регiональний продукт та кiль-
кiсть лiкарiв.

Планується здiйснити прогнозування за описаним методом i порiвняти отриманi
прогнози iз прогнозами, зробленими ранiше без урахування економiчних даних.
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Рiвняння Беллмана для задачi оптимального
керування диференцiальними рiвняннями з

iмпульсною дiєю
П. С. Михайлюк

Розглядається така задача оптимального керування iмпульсною системою з не-
фiксованими моментами iмпульсiв:

𝜙 (𝑇, 𝑥 (𝑇 ))→ 𝑖𝑛𝑓, �̇� = 𝑓 (𝑡, 𝑥 (𝑡) , 𝑢 (𝑡)) , 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] , 𝑡 ̸= 𝜏𝑖(𝑥), 𝜏𝑖 −→
𝑖→∞

∞,

Δ|𝑡=𝜏𝑖 = 𝐼𝑖(𝑥, 𝑣𝑖), 𝑖 ∈ N, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ⊂ R𝑚, 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ⊂ R𝑘,∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

Задача оптимального керування полягає в тому, щоб серед усiх допустимих
керувань, якi переводять точку з положення (0;𝑥0) в деяку замкнену множину M,
знайти таке, яке мiнiмiзує функцiонал 𝜙. Функцiю 𝐵 (𝑠, 𝑦) = 𝑖𝑛𝑓

(𝑢,𝑣)∈I𝑠,𝑦

𝜙 (𝑇, 𝑥 (𝑇 ))

називають функцiєю Беллмана початкової задачi, де I𝑠,𝑦- множина допустимих
керувань, що переводять систему з положення (𝑠, 𝑦) у множину 𝑀. Показано, що
функцiя Беллмана має такi властивостi:

1. Функцiя Беллмана задовольняє крайову умову 𝐵 (𝑠, 𝑦) = 𝜙(𝑠, 𝑦) при (𝑠, 𝑦) ∈
𝑀.

2. Якщо (𝑢 (𝑡) , 𝑣𝑖) ∈ I0,𝑥0 а 𝑥 (𝑡)− iнтегральна крива, яка вiдповiдає даним
керуванням, то функцiя Беллмана 𝐵 (𝑡, 𝑥(𝑡)) вздовж неї є неспадною на
[0;𝑇 ] .

3. Функцiя Беллмана вздовж оптимальної кривої стала.
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Виходячи з даних властивостей, отримано систему рiвнянь Беллмана для даної
задачi оптимального керування:⎧⎨⎩𝑚𝑖𝑛

𝑢∈𝑈
{ 𝛿𝐵(𝑡,𝑥)

𝛿𝑡
}+ ⟨∇𝑥𝐵(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢)⟩} = 0, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖(𝑥)

𝑚𝑖𝑛
𝑣∈𝑉
{𝐵(𝜏𝑖(𝑥), 𝑥+ 𝐼𝑖(𝑥, 𝑣))−𝐵(𝜏𝑖(𝑥), 𝑥)} = 0, 𝑡 = 𝜏𝑖(𝑥)

Маючи функцiю Беллмана, можна розв’язати задачу оптимального керува-
ння методом динамiчного програмування. Такий пiдхiд застосовано до лiнiйно-
квадратичної задачi з iмпульсною дiєю.

Список лiтератури

[1] Wendell H. Fleming. Optimal Control of Markov Diffusion Processes / Wendell
H. Fleming, Raymond W. Rishel // Deterministic and Stochastic Optimal Control /
Wendell H. Fleming, Raymond W. Rishel. – New York: Springer, 1975. – (0172-4568).
– С. 151–197.

Authors

Павло Сергiйович Михайлюк — студент 4-го курсу, механiко-математичний
факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ,
Україна;; E-mail: pashamxl10@knu.ua

Метод складаного ножа для сумiшi нелiнiйних
регресiй

В.О. Мiрошниченко

В данiй роботi розглядаються оцiнки коефiцiєнтiв регресiї, отриманi узагаль-
неним методом найменших квадратiв за спостереженнями сумiшi зi змiнними кон-
центрацiями. Для цих оцiнок параметрiв будується консистентна оцiнка матрицi
коварiацiй.

Ми розглядаємо вiдiбранi об’єкти iз сумiшi зi змiнними концентрацiями. У ко-
жного з 𝑛 об’єктiв спостерiгаються двi змiннi (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗)

𝑛
𝑗=1, для яких виконується

модель нелiнiйної регресiї 𝑌𝑗 = 𝑔(𝑋𝑗 , 𝑏
(𝜅𝑗)) + 𝜀

(𝜅𝑗)

𝑗 . Тут 𝑔 - вiдома регресiйна фун-

кцiя, 𝑏(𝑘) - вектор невiдомих коефiцiєнтiв регресiї 𝑘-го компонента, 𝜀(𝑘)𝑗 - похибка
регресiї, 𝜅𝑗 – номер компонента сумiшi, якому належить 𝑗-тий об’єкт (не спостерi-
гається).

Оцiнка �̂�
(𝑘)
𝑛 коефiцiєнтiв регресiї - це розв’язок оцiночного рiвняння:

𝐽𝑘
𝑛(𝛾) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑗:𝑛(𝑌𝑗 − 𝑔(𝑋𝑗 , 𝛾))∇𝑔(𝑋𝑗 , 𝛾) = 0̄,

тут 𝑎𝑘𝑗:𝑛 - мiнiмакснi ваги з [1]. Як показано у [1],

√
𝑛𝑉

− 1
2

𝑛 (�̂�
(𝑘)
𝑛 − 𝑏(𝑘))→𝑤 𝑁𝑑(0, 𝐼𝑑).

20



Оцiнкою матрицi 𝑉𝑛 методом складаного ножа називається наступна оцiнка

𝐽𝐾𝑉
(𝑘)
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
�̂�
(𝑘)
𝑖−;𝑛 − �̂�

(𝑘)
𝑛

)︁(︁
�̂�
(𝑘)
𝑖−;𝑛 − �̂�

(𝑘)
𝑛

)︁𝑇
.

Тут �̂�
(𝑘)
𝑖−;𝑛 - оцiнки параметрiв 𝑏(𝑘), що порахованi iз вилученим з вибiрки 𝑖-м спо-

стереженням. При виконаннi певних умов

𝐽𝐾𝑉
(𝑘)
𝑛 − 𝑉𝑛

P→ 0, 𝑛→∞.
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Ергодичнiсть процесiв типу Левi на прямiй
Я. Г. Мокану

Дана робота написана за результатами сумiсної працi з В.П. Кноповою. Метою
роботи є дослiдження ергодичностi процесiв типу Левi, чий феллерiвський генера-
тор, визначений на функцiях 𝑓 ∈ 𝐶2

∞(R), має вигляд

𝐿𝑓(𝑥) =

∫︁
R∖{0}

(︀
𝑓(𝑥+ 𝑢)− 𝑓(𝑥)− 𝑢𝑓 ′(𝑥)I|𝑢|≤1

)︀
𝜈(𝑥, d𝑢),

де 𝜈(𝑥, d𝑢) — ядро типу Левi.
Будемо припускати, що мiра 𝜈(𝑥, ·) є симетричною при кожному значеннi 𝑥,

тобто 𝜈(𝑥,𝐴) = 𝜈(𝑥,−𝐴), 𝐴 ∈ ℬ(R), {0} /∈ 𝐴, а її хвости 𝑁(𝑥, 𝑢) = 𝜈(𝑥, (−∞, 𝑢]), 𝑢 <
0, задовольняють наступну умову

𝜆−𝛿(𝑥) ≤ lim
𝑢→∞

inf
𝑁 (𝑥, 𝜆𝑢)

𝑁(𝑥, 𝑢)
≤ lim

𝑢→∞
sup

𝑁 (𝑥, 𝜆𝑢)

𝑁(𝑥, 𝑢)
≤ 𝜆−𝜎(𝑥),

∀𝜆 ≥ 1, |𝑥| ≥ 1 та для деяких обмежених 0 < 𝜎 ≤ 𝜎(𝑥) ≤ 𝛿(𝑥) ≤ 𝛿.
Для перевiрки ергодичностi використовується критерiй Фостера-Ляпунова. В

якостi тестової функцiї розглядається 𝑉𝛾(𝑥) = Φ𝑝
𝛾(𝑥), де Φ𝛾(𝑥) = |𝑥| для |𝑥| > 𝛾 та

Φ𝛾(𝑥) = 𝜑𝛾(𝑥) ∈ 𝐶2(R) для |𝑥| < 𝛾.

Теорема 1. Якщо виконуються описанi вище припущення, то для 𝑝 ∈ (1, 𝜎), 𝜎 ≤
𝛿, 𝛿 ∈ (1, 2] процес є ергодичним.
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О-сфероїди в метричних та лiнiйних нормованих
просторах

I. А. Овцинов
Дане наукове повiдомлення присвячене вивченню вiдкритих i замкнених О-

сфероїдiв — множин у метричних просторах, частинним випадком яких є вiдкритi
кулi у вiдповiдних просторах. Такий пiдхiд є цiлком логiчним з огляду узагальнення
випадку кола на ситуацiю елiпса в геометрiї. Вiдкритими О-сфероїдами називають
множини виду

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝜌(𝑥, 𝑥1) + · · ·+ 𝜌(𝑥, 𝑥𝑛) < 𝑎}, (1)

де 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — попарно рiзнi фiксованi точки простору (𝑋, 𝜌) з метрикою 𝜌, якi на-
зиваються фокусами О-сфероїда, а 𝑎 — фiксована додатна стала — радiус О-сфероїда.
В означеннi замкненого О-сфероїда в (1) виконуватиметься нестрога нерiвнiсть.

Введено поняття багатоцентрового О-сфероїда — О-сфероїда, якому належать
усi його фокуси. Пояснено, коли О-сфероїд може бути багатоцентровим. Сформу-
льовано й доведено принцип замкнених О-сфероїдiв, що є узагальненням вiдомого
принципу замкнених куль. З’ясовано, в яких випадках фокуси О-сфероїда в ев-
клiдовому просторi розмiрностi 3 можуть бути вершинами правильного тетраедра.
Дослiджено, якi О-сфероїди на евклiдовiй площинi можна вписати в трикутник
Рело [1, с. 91], що може бути корисним у прикладних задачах механiки, оскiльки
трикутник Рело є фiгурою сталої ширини [2, с. 196].

Крiм того, введено поняття радiуса Вороного О-сфероїда в евклiдовому метри-
чному просторi зi стандартною метрикою та встановлено нерiвнiсть, яка пов’язує
цей радiус з точкою Ферма–Торрiчеллi [3, с. 236].

Означення та властивостi вiдкритих i замкнених О-сфероїдiв легко розповсю-
джуються на випадок лiнiйних нормованих просторiв. Це, у свою чергу, дозволяє
вивчити можливостi застосування цих об’єктiв у функцiональному аналiзi.
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Unitary Cayley and total graphs of boolean algebras

D. Oliynyk

Let 𝐴 be an associative algebra with an identity. The unitary Cayley graph of 𝐴 is
the graph in which the vertex set consists of all elements of 𝐴 and two vertices 𝑎 and
𝑏 are connected with an edge if and only if 𝑎 − 𝑏 is a unit element of 𝐴. Such graphs
and their properties were studied for matrix algebras [1] and for rings [2, 3]. Unitary
Cayley graphs of boolean algebras are considered in this work, and their properties are
described. In particular, the following theorem is proved:

Theorem 1. The unitary Cayley graph of any boolean algebra 𝐴 with distinct additive
and multiplicative identities:

a) is a regular bipartite graph;
b) has a diameter of 1;
c) consists of vertices of degree 1;

d) has
|𝐴|
2

connected components if 𝐴 is finite.

In addition, a notion of total graph for boolean algerbras is considered [4]. The total
graph of algebra A has the same set of vertices as the unitary Cayley graph of A. Two
distinct vertices 𝑎 and 𝑏 are connected if and only if 𝑎+ 𝑏 is a zero divisor.

The following results were obtained for total graphs:

Theorem 2. The total graph of any boolean algebra 𝐴 with distinct additive and
multiplicative identities:

a) is a regular connected graph;
b) consists of vertices of degree |𝐴| − 2 if 𝐴 is finite;
c) is a complement graph of the unitary Cayley graph of A.
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Про обмеженi на R розв’язки диференцiальних
рiвнянь з кусково-сталими операторними

коефiцiєнтами

М. Ф. Городнiй, О. А. Печериця

Нехай 𝑋 – комплексний банахiв простiр, ℒ(𝑋) – банахiв простiр лiнiйних обме-
жених операторiв, що дiють iз 𝑋 в 𝑋. 𝐶𝑏(R, 𝑋) – банахiв простiр усiх неперервних
i обмежених на R функцiй 𝑓 : R→ 𝑋 з нормою ‖𝑓‖∞ := sup

𝑡∈R
‖𝑓 (𝑡)‖. Для 𝑇 ∈ ℒ(𝑋)

позначимо через 𝜎(𝑇 ) спектр 𝑇 . Припустимо, що 𝜎(𝑇 ) ∩ 𝑖R = ∅. Нехай 𝜎−(𝑇 ) i
𝜎+(𝑇 ) – частини 𝜎(𝑇 ), що лежать вiдповiдно у лiвiй i правiй пiвплощинах C. Нехай
𝑃−(𝑇 ) та 𝑃+(𝑇 ) – проектори, що вiдповiдають спектральним множинам 𝜎−(𝑇 ) та
𝜎+(𝑇 ). Як вiдомо, тодi простiр 𝑋 є прямою сумою 𝑋 = 𝑋−(𝑇 )+̇𝑋+(𝑇 ) пiдпросторiв
𝑋−(𝑇 ) := 𝑃−(𝑇 )𝑋 та 𝑋+(𝑇 ) := 𝑃+(𝑇 )𝑋.

Нехай 𝐴,𝐵 – фiксованi оператори з ℒ(𝑋). Вiдома теорема М.Г. Крейна ствер-
джує, що диференцiальне рiвняння

𝑢′(𝑡) = 𝐴𝑢(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ R, (1)

має для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) єдиний обмежений розв’язок 𝑢 тодi i тiльки
тодi, коли 𝜎(𝐴) ∩ 𝑖R = ∅.

Нами доведено такi теореми.

Теорема 2. Диференцiальне рiвняння{︂
𝑥′(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

𝑥′(𝑡) = 𝐵𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡), 𝑡 < 0,
(2)

має єдиний обмежений розв’язок 𝑥 для кожної обмеженої функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) тодi
i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

𝑎) 𝜎(𝐴) ∩ 𝑖R = ∅, 𝜎(𝐵) ∩ 𝑖R = ∅; 𝑏) 𝑋 = 𝑋−(𝐴)+̇𝑋+(𝐵).

Теорема 3. Якщо виконуються умови 𝑎), 𝑏), то знаюдуться такi залежнi тiльки
вiдоператорiв 𝐴, 𝐵 сталi 𝐶 > 0, 𝛾 > 0, що для кожної функцiї 𝑦 ∈ 𝐶𝑏(R, 𝑋) для вiд-
повiдних до неї обмежених розв’язкiв 𝑢 рiвняння (1) i 𝑥 рiвняння (2) справджується
оцiнка

∀𝑡 ≥ 0 : ‖𝑥(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖ ≤ 𝐶𝑒−𝛾𝑡‖𝑦‖∞.

Також отримано достатнi умови iснування єдиного обмеженого розв’язку для
нелiнiйного аналога рiвняння (2).
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Стохастичнi функцiонально-диференцiальнi
рiвняння з нескiнченнним запiзненням

О. А. Правдивий
Нехай 𝒞 = (𝐶((−∞, 0],R), ‖.‖∞))

Тут ‖.‖∞ - супремумна норма.
Нехай w(t) - вiнерiвський процес, визначений на повному iмовiрнiсному просторi
(Ω,ℱ ,P) з фiльтрацiєю ℱ𝑤

𝑡 = 𝜎(𝑤(𝑢), 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑡)∨𝒩 ⊂ ℱ , де 𝒩 - множина елементiв
мiри 0 в ℱ .
Розглянемо таке стохастичне функцiонально-диференцiальне рiвняння:

𝑑(𝑥(𝑡)) = 𝑓(𝑥𝑡)𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥𝑡)𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0 (1)

𝑥(𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑡 ≤ 0 (2)

Тут 𝑞 ∈ 𝒞; 𝑓, 𝑔 : 𝒞 → R - неперервнi; 𝑥𝑡(𝑠) = 𝑥(𝑡+ 𝑠), 𝑠 ∈ (−∞, 0]
Доведене таке твердження:
Теорема(iснування i єдинiсть розв’зку рiвняння (1-2) ):
Нехай для функцiй 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) виконуються такi умови:

2⟨𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦), 𝑥(0)− 𝑦(0)⟩+ ‖𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦)‖2 ≤ 𝐾‖𝑥− 𝑦‖2∞, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒞 (3)

∃𝛾 ≥ 1, ∃𝐶 ≥ 0 : |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶(1 + ‖𝑥‖𝛾∞), 𝑥 ∈ 𝒞 (4)

(Умова (3) - умова монотонностi, а умова (4) - умова степеневого зростання на 𝑓(𝑥))
В такому випадку розв’язок рiвняння (1-2) iснує i єдиний.
Аналогiчна задача, але зi скiнченним запiзненням розглядалась в [1],[3]
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Про наближення перiодичних сплайнiв
тригонометричними многочленами з iнтерполяцiєю

деяких похiдних
В. I. Прохорович

Нехай 𝑘, 𝑛, 𝑛1 ≥ 𝑛, 𝑏, 𝑠, 𝑙 - фiксованi натуральнi числа, 𝑥𝑗 := 𝜋𝑗
𝑛
, 𝐼𝑗 := [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1],

де 𝑗 ∈ Z, 𝑌𝑠 := {−𝜋 ≤ 𝑦1 < 𝑦2 < · · · < 𝑦2𝑠 < 𝜋} - набiр iз 2𝑠 точок, i
∀ 𝜈 ∈ Z ∀ 𝑖 ∈ {1, . . . , 2𝑠} : 𝑦𝑖+𝜈·2𝑠 := 𝑦𝑖 + 𝜈 · 2𝜋; також ми вважаємо, що
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∀ 𝑖 ∈ Z : 𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖 > 5𝜋
𝑛

i 𝜋 − 𝑦2𝑠 > 5𝜋
𝑛

. Через Σ𝑙
𝑘,𝑛 позначимо множину 𝑙 разiв

неперервно-диференцiйовних (Σ𝑘,𝑛 := Σ0
𝑘,𝑛) сплайнiв 𝑆 : R → R таких, що ∀ 𝑗 ∈

Z ∃ 𝑝𝑗 ∈ P𝑘 : 𝑆|𝐼𝑗 = 𝑝𝑗 (тут P𝑘 - множина всiх алгебраїчних многочленiв степеня
≤ 𝑘 − 1), i покладемо Σ𝑙

𝑘,𝑛(𝑌𝑠) := {𝑆 ∈ Σ𝑙
𝑘,𝑛| 𝑦𝑖 ∈ [𝑥𝑗 , 𝑥𝑗+1] =⇒ 𝑝𝑗−1 ≡ 𝑝𝑗 ≡ 𝑝𝑗+1}.

Крiм того, ∀ 𝑥𝑗* < 𝑥𝑗* назвемо власним вiдрiзком множину 𝐴 = [𝑥𝑗* , 𝑥𝑗* ]. На-
рештi, визначимо 𝜋(𝑥) :=

∏︀2𝑠
𝑖=1

| sin(𝑥−𝑦𝑖)/2|
| sin(𝑥−𝑦𝑖)/2|+1/𝑛

, а для 𝑆 ∈ Σ𝑘,𝑛 та власного

вiдрiзка 𝐴 = [𝑥𝑗* , 𝑥𝑗* ] розглянемо величини: 𝑏𝑖,𝑗(𝑆) :=
||𝑝𝑖−𝑝𝑗 ||𝐼𝑖
|𝑖−𝑗|𝑘+1

, 𝑏𝑖,𝑗(𝑆,𝐴) :=

max
𝑖,𝑗:𝐼𝑖⊂𝐴⊃𝐼𝑗

𝑏𝑖,𝑗(𝑆), 𝑏(𝑆) := max
𝑖,𝑗

𝑏𝑖,𝑗(𝑆). Основним нашим результатом є така тео-

рема 1.
Теорема 1. Нехай 𝑙 ≥ 1. Тодi iснує стала 𝐶 = 𝐶(𝑘, 𝑠, 𝑙, 𝑏) , що для довiльного 2𝜋-

перiодичного 𝑆 ∈ Σ𝑙
𝑘,𝑛(𝑌𝑠) знайдеться тригонометричний многочлен 𝐷𝑛1 степеня

≤ 𝐶𝑛1 (розглядається рiвномiрна норма):

||𝑆 −𝐷𝑛1 || ≤ 𝐶𝑏(𝑆) (1)

i якщо 𝐴 - довiльний власний вiдрiзок, то ∀ 𝑥 ∈ 𝐴:

|𝑆(𝑙+1)(𝑥)−𝐷
(𝑙+1)
𝑛1 (𝑥)| ≤ 𝐶0𝑛

𝑙+1𝜋(𝑥)

(︃
𝑏(𝑆,𝐴) + 𝑏(𝑆)

(︂
1

1 + 𝑛1𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,R ∖𝐴)

)︂𝑏
)︃

, (2)

де 𝐶0 залежить вiд тих же величин, що й 𝐶, а в довiльнiй вузловiй точцi

𝑥𝑗 𝑆(𝑙+1)(𝑥𝑗) :=
1

2

(︁
𝑆
(𝑙+1)
+ (𝑥𝑗) + 𝑆

(𝑙+1)
− (𝑥𝑗)

)︁
.

Це твердження є узагальненням вiдповiдного результату з [1], де нерiвнiсть (2)
була доведена при 𝑙 = 1.

Список лiтератури

[1] I. O. Shevchuk, O. V. Motorna, D. Leviatan. Coconvex approximation of periodic
functions (to be published)

Автори

В’ячеслав Iгорович Прохорович — студент 2-го курсу магiстратури,
механiко-математичний факультет, Київський нацiональний унiверситет iменi
Тараса Шевченка, Київ, Україна; E-mail: p.slava.ih@gmail.com

Рiвностороннi (𝑚− 1)𝑛-кутники на базi правильного
𝑛-кутника

М. Є. О. Рудик
Властивостi многокутникiв достатньо вивченi, але поява нових типiв многоку-

тникiв потребує дослiдження їх властивостей. Як вiдомо, напiвправильнi [2] та на
чверть правильнi [1] многокутники утворюються у результатi добудовування до пра-
вильного 𝑛-кутника 𝑛 рiвних трикутникiв зовнi таким чином, що одна їх сторона
спiвпадає зi стороною правильного многокутника. По аналогiї з цими многокутни-
ками можна розглянути новий тип многокутникiв; рiвностороннi многокутники, якi
утворенi добудовуванням до правильного 𝑛-кутника 𝑛 рiвних 𝑚-кутникiв, так що
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одна їх сторона (назвемо її основою) спiвпадає зi стороною правильного многоку-
тника. При цьому 𝑚-кутники можуть бути i виродженими, тобто такими, у яких
несусiднi сторони можуть перетинатися або лежати на однiй прямiй. Будемо вва-
жати, що всi сторони m-кутникiв крiм основи рiвнi. В роботi дослiджено умови
опуклостi таких многокутникiв, доведено, що многокутники, що утворюється з’єд-
нанням вершин через 𝑚− 1 (так званi базовi многокутники), є правильними.
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Спiральне перетворення з довiльним коефiцiєнтом
чотирикутника

А. О. Рудик
В сучаснiй математицi широко застосовуються геометричнi перетворення для

побудови графiкiв функцiй, доведення геометричних теорем.
В данiй роботi застосовано означення [3] спiрального перетворення з довiльним

коефiцiєнтом 𝑘 > 0, 𝑘 ̸= 1 многокутника: образом многокутника 𝐴1𝐴2𝐴3...𝐴𝑁 є
многокутник 𝐵1𝐵2𝐵3...𝐴𝑁 , для якого

−−−−→
𝐴𝑛𝐵𝑛 = 𝑘

−−−−−−→
𝐴𝑛𝐴𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, ...𝑁 −1. Тодi спi-

ральне перетворення, застосоване у роботах [1, 2] є частинним випадком спiрального
перетворення з довiльним коефiцiєнтом при 𝑘 = 2.

В роботi доведено такi твердження: образом паралелограма при 𝑘 > 0, 𝑘 ̸= 1 є
паралелограм; при 𝑘 = 1/2 образом ромба є прямокутник, а образом прямокутника є
ромб; при 𝑘 = 1/2 довiльний чотирикутник переходить у паралелограм Варiньона,
i площа образа в два рази менша за площу вихiдного многокутника; при 𝑘 > 1
площа образа довiльного чотирикутника в (1 + 2𝑚2 + 2𝑚4) разiв бiльша за площу
прообразу (𝑚 = 𝑘 − 1).
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Криптосистема Гольдвассер-Мiкалi
О. Г. Тищенко

У наш час одним iз головних ресурсiв повсякденного життя людини є iнфор-
мацiя i вмiння працювати з нею. Робота з iнформацiєю дуже часто включає етап
передавання iнформацiї, що у деяких випадках є вкрай важливим. Тому потрiбно
вмiти передавати iнформацiю без її спотворення i витоку назовнi, що iнколи може
призводити до великих втрат, наприклад, данi розвiдки пiд час вiйськових опера-
цiй. Одним з таких способiв захисту iнформацiї пiд час її передачi є криптосистема,
що описана в данiй роботi.

Основною метою моєї роботи є розгляд криптосистеми Гольдвассер-Мiкалi [3,
роздiл 3.10], дослiдження того, чи є дана криптосистема захищеною, тобто чи за-
хищає даний алгоритм данi, що передаються, вiд шахраїв.

У роботi розглянуто наступнi поняття:
- Неапроксимований предикат
- Ймовiрнiсна криптосистема з вiдкритим ключем
- Полiномiальна захищенiсть
- Семантична захищенiсть

У результатi написання даної роботи отримано наступнi результа-
ти(детальнiший огляд наведений в статтях [1], [2]):

а) Розглянута криптосистема є полiномiально захищеною, що означає, якщо
ми маємо функцiю 𝑓 , що виконує шифровку повiдомлень, то маючи де-
кiлька повiдомлень i якийсь шифрований текст одного з цих повiдомлень,
ми не можемо визначити за полiномiальний час з ймовiрнiстю бiльшою за
0.5, шифром якого повiдомленням є зашифрований текст.

б) Криптосистема є семантично захищена, тобто якщо стався витiк даних,
наприклад, стало вiдомим число з ключа, що не є квадратичним лишком,
то данi залишаються захищеними i шахрай не може розшифрувати повi-
домлення.

в) Даний алгоритм не є ефективним при передачi великого об’єму даних,
якщо наявнi апаратнi ресурси є обмеженими. Наприклад, для символу
"М"ми маємо, що в двiйковому форматi це число має вигляд 10000011100,
звiдки випливає, що замiсть одного символу довжиною 11 (бiтiв) ми по-
виннi передати 11 чисел, довжиною 𝑘 бiтiв. Як результат, довжина даних
збiльшується у 𝑘 разiв.
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Зв’язок мiж коливнiстю розв’язкiв динамiчного
рiвняння на часових шкалах та коливнiстю

розв’язкiв диференцiального рiвняння другого
порядку

В. Б. Цань

Нехай T - часова шкала, тобто довiльна непорожня замкнута пiдмножина
R. Оскiльки об’єктом дослiдження є коливнiсть розв’язкiв динамiчних рiвнянь,
то вважатимемо, що supT = ∞. Для кожної пiдмножини [𝑎, 𝑏] ⊂ R позначимо
[𝑎, 𝑏]T = [𝑎, 𝑏] ∩T.

Для кожного 𝑡 ∈ T визначається [1] три функцiї, що характеризують шкалу.
Першi двi функцiї: оператор стрибка вперед 𝜎(𝑡) := inf{𝑠 ∈ T : 𝑠 > 𝑡} та оператор
стрибка назад 𝜌(𝑡) := sup{𝑠 ∈ T : 𝑠 < 𝑡}. Про точку 𝑡 ∈ T, кажуть, що 𝑡 щiльна
злiва, якщо 𝑡 > inf T i 𝜌(𝑡) = 𝑡 i щiльна справа, якщо 𝑡 < supT i 𝜎(𝑡) = 𝑡. Точки,
що є щiльними справа i злiва називаються щiльними. Крiм того, якщо 𝜎(𝑡) > 𝑡,
кажуть, що 𝑡 розсiяна праворуч, а якщо 𝜌(𝑡) < 𝑡, то 𝑡 розсiяна лiворуч. Точки,
якi розсiянi вправо i влiво називаються iзольованими. I нарештi, третя функцiя -
функцiя зернистостi 𝜇 : T→ [0; 1) визначається 𝜇(𝑡) := 𝜎(𝑡)− 𝑡.

Розглядається задача про знаходження зв’язку мiж коливнiстю лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння другого порядку на вiдрiзку [0, 𝑎]

�̈�+ 𝑝(𝑡)�̇�+ 𝑞(𝑡)𝑥 = 0, (1)

де 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶([0, 𝑎]) та коливнiстю вiдповiдного йому динамiчного рiвняння на часовiй
шкалi T

𝑥ΔΔ + 𝑝(𝑡)𝑥Δ + 𝑞(𝑡)𝑥 = 0, (2)

де 𝑥Δ(𝑡) – дельта-похiдна функцiї 𝑥 в точцi 𝑡 ∈ T, що визначається наступним
чином ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑠 ∈ (𝑡− 𝛿; 𝑡+ 𝛿)) ∩T :

⃒⃒
[𝑥 (𝜎(𝑡))− 𝑥(𝑠)]− 𝑥Δ(𝑡) [𝜎(𝑡)− 𝑠]

⃒⃒
≤

𝜀|𝜎(𝑡)− 𝑠|.
Означення. Розв’язок 𝑥(𝑡) рiвняння (2) називається узагальненим нулем в

𝑡 ∈ T, якщо 𝑥(𝑡) = 0 або якщо 𝑡 є iзольованою злiва i 𝑥(𝜌(𝑡)) · 𝑥(𝑡) < 0. Розв’язки
диференцiального рiвняння (1) i динамiчного рiвняння (2) називаються вiдповiдни-
ми, якщо мають однаковi початковi данi. Якщо на деякому iнтервалi розв’язок 𝑥(𝑡)
матиме не менше двох узагальнених нулiв, то будемо називати його коливним.

Отримано двi теореми.
Теорема 1. Якщо розв’язок 𝑥(𝑡) диференцiального рiвняння (1) коливний на

[0, 𝑎], то при достатньо малих 𝜇 вiдповiдний розв’язок 𝑥T(𝑡) динамiчного рiвняння
(2) також коливний.

Теорема 2. Якщо розв’язок 𝑥T(𝑡) динамiчного рiвняння (2) коливний на [0, 𝑎]T
при достатньо малих 𝜇, то вiдповiдний розв’язок 𝑥(𝑡) динамiчного рiвняння (1)
також коливний.
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Про комутуючi диференцiювання кiльця
многочленiв вiд двох змiнних

С. Р. Ширiнова
Вивчаються властивостi комутуючих диференцiювань кiльця многочленiв вiд

двох змiнних. Отриманi результати можуть бути корисними при вивченнi центра-
лiзаторiв елементiв в алгебрi Лi 𝑊2(𝐾). Такi централiзатори мало вивченi, вони
зустрiчаються в деяких роздiлах алгебр i теорiї диференцiальних рiвнянь.

Нехай 𝐾 – алгебраїчно замкнене поле характеристики нуль i 𝐾[𝑥, 𝑦] – кiльце
многочленiв вiд двох змiнних. Нагадаємо, що лiнiйне вiдображення 𝐷 : 𝐾[𝑥, 𝑦] →
𝐾[𝑥, 𝑦] називається диферпенцiюванням кiльця 𝐾[𝑥, 𝑦], якщо 𝐷(𝑓𝑔) = 𝐷(𝑓)𝑔+𝑓𝐷(𝑔)
для будь-яких 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐾[𝑥, 𝑦]. Кожне диференцiювання 𝐷 кiльця 𝐾[𝑥, 𝑦] однозначно
записується у виглядi 𝐷 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑥
+𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕

𝜕𝑦
, де 𝑃 , 𝐷 - деякi многочлени i 𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕
𝜕𝑦

- частиннi похiднi. Всi диференцiювання кiльця 𝐾[𝑥, 𝑦] утворюють алгебру Лi
𝑊2(𝐾) над полем 𝐾 вiдносно операцiї [𝐷1, 𝐷2] = 𝐷1𝐷2−𝐷2𝐷1 (взяття дужки Лi).
Ця алгебра Лi вивчалася багатьома спецiалiстами (див., наприклад, [1], [2])

Для довiльного многочлена 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾[𝑥, 𝑦] визначене якобiанне диференцiюва-
ння 𝐷𝜙, яке задане за правилом: 𝐷𝜙(ℎ) = 𝑑𝑒𝑡𝐼(𝜙, ℎ), для довiльного ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾[𝑥, 𝑦],
де 𝐼(𝜙, ℎ) - матриця Якобi для 𝜙𝑖ℎ.

Теорема. Нехай 𝜙(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾[𝑥, 𝑦] - незвiдний многочлен i 𝐷𝜙 = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥

+

𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦

- вiдповiдне якобiанне диференцiювання. Далi, нехай 𝑇 = 𝑅(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑥

+

𝑆(𝑥, 𝑦) 𝜕
𝜕𝑦

- диференцiювання таке, що [𝑇,𝐷] = 0. Тодi визначник Δ =

⃒⃒⃒⃒
𝑃 𝑄
𝑅 𝑆

⃒⃒⃒⃒
може

бути записаний у виглядi Δ = 𝐹 (𝜙) для деякого многочлена 𝐹 (𝑡) ∈ 𝐾[𝑡] i при цьому
𝑑𝑖𝑣𝑇 = −𝐹 ′(𝜙), де 𝑑𝑖𝑣𝑇 = 𝜕𝑅

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑆

𝜕𝑦
- дивергенцiя диференцiювання 𝑇 .
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Секцiя «Прикладна математика, комп’ютернi
науки, iнженерiя програмного забезпечення,

системний аналiз»

Практичнi обчислення над зашифрованими даними
Н. В. Авраменко

У сучасному свiтi рiзнi компанiї пропонують безлiч корисних послуг на основi
отриманих даних. Та деяку iнформацiю, наприклад, бiометричну, передавати iншiй
сторонi ризиковано. Гомоморфне шифрування дозволяє проводити обчислення над
зашифрованими даними, не розкриваючи їх змiст третiй сторонi. Перше рiшення
запропонував Крейг Джентрi у 2009 роцi[1], де вiн представив гомоморфну схему
шифрування з бутстрапiнгом. Згодом з’явилось багато нових дослiджень, якi зро-
били запропонованi iдеї бiльш застосовними, практичними. Серед них була схема
BGV[2], яка запропонувала процедуру змiни модуля для зменшення шуму крипто-
тексту.

Гомоморфна схема шифрування з публiчним ключем ℰ має три алгоритми
𝐾𝑒𝑦𝐺𝑒𝑛ℰ , 𝐸𝑛𝑐𝑟𝑦𝑝𝑡ℰ , 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑦𝑝𝑡ℰ та додатковий алгоритм 𝐸𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑒ℰ [1]. Саме
𝐸𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑒ℰ дозволяє проводити обчислення над зашифрованими даними. У схемi
BGV реалiзовано гомоморфнi операцiї додавання та множення, завдяки яким
можна створювати бiльш складнi обчислювальнi функцiї.

За допомогою бiблiотеки HElib[3], у якiй iмплементовано схему BGV, було
реалiзовано функцiї обчислення симетричних многочленiв Ньютона й еле-
ментарного симетричного многочлена 𝑒2, та перевiрено їх роботу на рiзних
параметрах схеми шифрування. Код реалiзацiї розташовано за посиланням:
https://github.com/RinLaNir/some-polynomials.
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Cкрiнкаст як засiб вiзуалiзацiї навчальних
матерiалiв з iнформатики в умовах дистанцiйного

навчання
I. М. Бабiйчук, О. П. Косовець

Реалiї сьогодення стали серйозним викликом для України та свiту в цiлому та
особливо загострили проблему цифровiзацiї освiти та пошуку нових технологiй ор-
ганiзацiї освiтнього процесу у дистанцiйнiй формi. Особливо гостро постало питання

32



вiзуалiзацiї навчальних матерiалiв на уроках iнформатики в умовах дистанцiйного
навчання. Насамперед це пов’язано зi специфiкою пояснення нового матерiалу на
уроках, та вiзуалiзацiї алгоритмiв виконання тих чи iнших практичних робiт. Вирi-
шенню цiєї проблеми, на наш погляд, можна частково зарадити шляхом iнтеграцiї
в освiтнiй процес комплексу навчальних вiдео урокiв, розроблених за технологi-
єю скрiнкастингу, в спецiальному програмному середовищi, такому, як TechSmith
Camtasia 2020.

Дослiдження проблеми використання мультимедiа, аудiо- та вiдеотехнологiй у
освiтньому процесi можна знайти у роботах Ю. Верисокiна, А. Кобисi, М.Кадемiї,
А. Каптерева, О. Шликова та iн. На основi аналiзу праць означених науковцiв,
«скрiнкаст» визначаємо як вiдеозапис iнформацiї, що виводиться вчителем на екран
комп’ютера та часто супроводжується голосовими коментарями [1]. В рамках дослi-
дження, нами розглянуто особливостi створення та використання на уроках iнфор-
матики навчальних скрiнкастiв, спроектованих у програмi TechSmith Camtasia 2020.
Переваги даного програмного забезпечення дозволили нам розробити та iнтегрува-
ти в дистанцiйний освiтнiй процес Обласного наукового лiцею-iнтернату комплекс
авторських скрiкастiв до урокiв iнформатики та комп’ютерної графiки.

Як показала практика, дана технологiя є ефективною не лише в умовах дистан-
цiйного навчання, а й гармонiйно iнтегрується в освiтнiй процес очного навчання i
дозволяє учням ефективнiше сприймати навчальний матерiал i виробляти навички
роботи з ПК. На основi проведеного дослiдження, та з власного досвiду, можемо
зробити висновок, що технологiя скрiнкастингу є одним iз найбiльш рiшень для
пояснення особливостей виконання практичних завдань з iнформатики у дистан-
цiйному режимi.
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Математичне моделювання активацiйних функцiй
штучного нейрона з використанням системи

комп’ютерної алгебри MathCAD
Д. О. Бiлоконь

Iнтелектуальнi системи стрiмко поширюються. Основна частина проєктується
на базi штучних нейронних мереж. При створеннi цих систем виникає питання -
використовувати iснуючi бiблiотеки або створювати власнi? Цi два методи мають
позитивнi та негативнi характеристики - це вiдбувається через вiдсутнiсть унiвер-
сальностi у системах штучного iнтелекту. Цю проблему сформулював Джон Мак-
картi (Jhon McCarty)[1].
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Отже, створюючи програмне забезпечення на основi штучних нейронних ме-
реж завжди виникає необхiднiсть для створення окремих функцiй та модулiв задля
збiльшення унiверсальностi i пристосуванню власних розробок до бажаних потреб.
В цiлях унiфiкацiї, формалiзацiї та практичного застосування у роботi розгляда-
ються найбiльш поширенi функцiї активацiї[2]: логiстична функцiя (1), непарна
сигмоїдальна функцiя (2) та непарна сигмоїдальна функцiя (алгебраїчна сигмоїда)
(3).

𝜙(𝜐) =
1

1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑣)
(1)

𝜙(𝜐) =
1− 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑣)
1 + 𝑒𝑥𝑝(−𝑎𝑣)

= tanh
(︁𝑎𝑣

2

)︁
(2)

𝜙(𝜐) =
𝑣

√
1 + 𝑣2

(3)

В данiй роботi проведено огляд сигмоїдальних функцiй, розглянутi особливостi
їх реалiзацiї у системi MathCAD. Проведенi обчислювальнi експерименти з рiзними
параметрами та побудованi графiки цих функцiй, що iлюструють рiзнi нахили та
гладкiсть цих функцiй.
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Аналiз розв’язкiв SIR моделi поширення
iнфекцiйних захворювань з врахуванням життєвого

циклу населення
I.В. Вергунова, М.О. Вертелко, Ю.М. Шевчук

Поширенiсть iнфекцiйних захворювань у суспiльствi здатна значно впливати
на рiвень показника якостi життя людей. Технологiчний процес наразi дозволяє
ефективно використовувати розробленi вiдповiднi математичнi моделi для вирi-
шення нагальних проблем контролювання захворюваностi, точнiше iдентифiкува-
ти параметри моделей та прогнозувати динамiку. На основi теоретичного аналiзу
розв’язкiв даних моделей постає можливим бiльш детальне практичне оцiнювання
динамiки реальних процесiв. Було обрано модель SIR iз параметрами смертностi та
народжуваностi з огляду на доступнiсть даних, що потрiбнi для її використання,
та оптимальний рiвень складностi. Вона дозволяє спостерiгати динамiку кiлькостi
сприйнятливих до захворювання 𝑆(𝑡), кiлькостi iнфiкованих 𝐼(𝑡), кiлькостi осiб, що
одужали, 𝑅(𝑡) , динамiку смертностi вiд ускладнень iнфекцiйного захворювання
𝑀(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) та має вигляд:
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�(𝑡) = −𝛼(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝜇1(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝛾(𝑡),
𝐼(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛽(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝜇2(𝑡)𝐼(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝛽(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝜇3(𝑡)𝑅(𝑡),
�̇�(𝑡) = 𝜇2(𝑡)𝐼(𝑡),

𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), (1)

де 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) — параметр iнтенсивностi iнфiкування, одужання, 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡), 𝜇3(𝑡),𝛾(𝑡)
– параметри рiвня смертностi у 3 групах та народжуваностi. Для даної моделi були
знайденi умови, за яких розв’язки будуть додатнiми. Також знайденi точнi розв’яз-
ки для окремого випадку моделi (1), коли виконується умова 𝑆(𝑡)+𝐼(𝑡)+𝑅(𝑡)=𝑁 ,
𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), де 𝑁 – контанта.
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Синтез оптимальної структури обробки даних
оглядових радiолокацiйних систем спостереження

А. О. Глущенко
Система контролю повiтряного простору забезпечує безпеку повiтряного руху.

До основних етапiв роботи цiєї системи вiдносяться: аналiз повiтряної обстановки в
зонi вiдповiдальностi та прийняття управлiнських рiшень. Цi рiшення приймаються
на основi аналiзу iнформацiї про стан повiтряної обстановки. Основним джерелом
iнформацiї про повiтряну обстановку в системi контролю повiтряного простору є
первинний оглядовий радiолокатор. Обробка даних якого i є основою для прийняття
рiшень. На якiсть прийняття рiшень, в основному, впливають: повнота даних, своє-
часнiсть надходження даних, правильнiсть i точнiсть даних, неперервнiсть даних
[1]. В загальному випадку спiльна оптимальна обробка даних первинного оглядо-
вого радiолокатора може здiйснюватися: при об’єднаннi рiшень на рiвнi виявлення
повiтряного об’єкта; при об’єднаннi рiшень на рiвне виявлення трас повiтряного
об’єкта.

В обох варiантах обробки даних iмовiрнiсть виявлення трас повiтряного об’єкта
(ПО) оптимiзується за рахунок сумiсної оптимiзацiї виявлення сигналiв, виявлення
ПО та виявлення трас ПО [1, 2]. Тобто здiйснюється оптимiзацiя всiх етапiв обробки
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даних. Для цього повинна бути створення iнформацiйна база зберiгання радiоло-
кацiйних даних на необхiдна кiлькiсть кругових оглядiв радiолокатора, в кожному
елементi якої повиннi зберiгатися сигнальнi данi з показниками якостi їх отримання
[3, 4, 5].

При цьому слiд зазначити, що для реалiзацiї мiжєтапної оптимiзацiї обробки
даних у вiдповiдностi до запропонованих математичних алгоритмiв, повинна бу-
ти створена iнформацiйна база сигнальних даних з загальним обсягом пам’ятi, що
залежить вiд: кiлькостi елементiв дозволу за дальнiстю, кiлькостi збережених у па-
м’ятi оглядiв, розмiру пачки прийнятих сигнальних даних та розрядностi вагового
коєфiцiєнта.

Метою роботи є синтез оптимальної структури обробки даних повiтряного об’-
єкта та аналiз якостi обробки даних запропонованою структурою, яка дозволяє
здiйснити мiжєтапну оптимiзацiї обробки даних.
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Розподiлена обробка iнформацiї у мережевих
системах спостереження повiтряного простору

О. О. Даценко
Згiдно з концепцiєю органiзацiї повiтряного руху Мiжнародної органiзацiї ци-

вiльної авiацiї пропонується широке використання iнформацiйних технологiй (IТ)
при отриманi, обробцi, збереженнi та передачi iнформацiї. Що забезпечить розши-
рення можливостей використання повiтряного простору країни для польотiв повi-
тряних об’єктiв (ПО) [1, 2]. Покращення якостi iнформацiйного забезпечення (IЗ)
можливо досягти змiною алгоритмiв та структури обробки сигналiв за рахунок
використання IТ. IЗ повинно включати в себе: просторовi координати повiтряно-
го об’єкту (ПО); додаткову польотну iнформацiю ПО; iнформацiю iдентифiкацiї
ПО за ознакою «свiй-чужий» [3, 4]. Структура IЗ користувачiв на базi первинної
обробки iнформацiї розглядаємої мережi включає канали первинної та запиталь-
ної систем. Формуляр ПО у кожному каналi системи повинен мiстити iнформацiю
про: виявлення та вимiрювання параметрiв виявлених сигналiв; виявлення та ви-
мiр координат виявлених ПО [5, 6]. Обчислення додаткових даних для поєднання

36



iнформацiї у формулярi ПО суттєвим чином зменшує iнформацiйнi можливостi си-
стем спостереження. Це в свою чергу обмежує показники якостi IЗ споживачiв при
видачi споживачам повного формуляру. Проведений аналiз дозволяє зробити на-
ступний висновок: використання розподiленої обробки iнформацiї каналiв систем
спостереження, з урахуванням можливостi використання рiвноцiнностi факту ви-
явлення ПО первинною та запитальною системами спостереження, бiльш доцiльно
у порiвняннi з iснуючою структурою IЗ, що забезпечується бiльш енергетичним
(вторинним) каналом обробки.
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Критерiї криптографiчної стiйкостi схем
генерування раундових ключiв

М.О. Дубовик, С.В. Яковлєв
Блоковi шифри дослiджуються та використовуються вже бiльш нiж пiвстолiт-

тя, однак досi не iснує усталеного перелiку критерiїв, виконання яких забезпечує
стiйкiсть схем генерування раундових ключiв таких шифрiв. У данiй роботi, ґрун-
туючись на попереднiх дослiдженнях (наприклад, [1, 2]), запропоновано перелiк
критерiїв стiйкостi схеми генерування раундових ключiв:

а) незалежнi вiд структури шифру: ефективне обчислення; сильнi власти-
востi розсiювання та перемiшування; нелiнiйний зв’язок раундових ключiв з основ-
ним ключем та мiж собою; вiдсутнiсть витоку бiтiв ключа; вiдсутнiсть передбачу-
ваних змiн на рiвнi схеми генерування; максимальнi лавиннi ефекти в раундових
ключах;

б) залежнi вiд структури шифру: стiйкiсть до колiзiй; стiйкiсть до атак на
зв’язаних ключах; вiдсутнiсть слабких ключiв; вiдсутнiсть нерухомих точок раун-
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дових перетворень; стiйкiсть до диференцiальних атак; вiдсутнiсть передбачуваних
змiн на рiвнi шифру в цiлому.

За цими критерiями проаналiзовано деякi популярнi блоковi шифри (DES, AES
тощо) та з’ясовано, що навiть за такої слабкої формалiзацiї багато шифрiв не задо-
вольняють наведеним критерiям. Бiльш того, часто вiдповiднiсть критерiям, осо-
бливо наявнiсть розмiювання та перемiшування, а також лавиннi ефекти, пiдтвер-
джується лише за допомогою статистичних експериментiв.

Для посилення надiйностi пропонується використовувати у схемах генерування
раундових ключiв перетворення iз доказовими криптографiчними властивостями
(такi як схема Люби-Ракова та її аналоги), побудованi на основi окремих складових
раундових перетворень шифру.
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Обчислення частинних похiдних за часовими
рядами хаотичних систем

С. М. Iванов
Непередбачувана поведiнка нелiнiйних хаотичних систем, таких як рiдиннi си-

стеми, конвекцiйна система Рейле-Бенарда, система Лоренца, Ресслера, Маккея-
Гласа та багатьох iнших, привертає увагу у багатьох наукових сферах. Однак не
завжди рiвняння системи є вiдомими, а наявнi лише експериментально визначенi
її часовi ряди. При дослiдженнi властивостей динамiки хаотичних систем виникає
проблема обчислення частинних похiдних (чисельної матрицi Якобi) за її часовими
рядами, особливо для подальшого знаходження показникiв (експонент) Ляпунова,
горизонту прогнозу та iн. [1] - [5] . У описаних методах оцiнювання чисельної ма-
трицi Якобi та обчислення показникiв Ляпунова в [1] - [5] розрахунки вiдбуваються
через пошук достатньої кiлькостi близьких точок на атракторi. Однак численнi
експерименти з атракторами Лоренца, Ресслера та iн. показали, що для збiжно-
стi до iстинних частинних похiдних лише тiльки ця кiлькiсть точок на атракторi
не є достатньою, необхiдне подальше знаходження достатнiх умов, виконання яких
гарантує отримання необхiдної збiжностi.
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Числа Шпрага-Грандi
Д. О. Карпенко, О. Д. Приходько

Теорiя iгор – це важливий роздiл математики, який є корисним при вирiшеннi
багатьох прикладних питань у рiзних сферах дiяльностi. Особливу увагу приверта-
ють iгри Нiм, оскiльки вони є зручними у використаннi, а також є велика кiлькiсть
задач, якi зводяться до даної гри.

Зiбрано та упорядковано вiдомостi про булевi функцiї одного та двох аргумен-
тiв, сформульовано та доведено властивостi функцiї XOR. Дано означення та опи-
санi умови Нiм-гри i похiдних вiд неї iгор. Наведено формулювання та доведення
теорем Бутона i Шпрага-Грандi, описано послiдовнiсть дiй в алгоритмi Шпрага-
Грандi, який є наслiдком зiбраних теорем та властивостей. Даний алгоритм дає
можливiсть розв’язувати будь-якi рiвноправнi комбiнаторнi iгри двох гравцiв. Та-
кож за його допомогою можна розв’язувати не лише задачi на купки, а й набагато
складнiшi рiвноправнi iгри, в тому числi iгри на орiєнтовних нециклiчних графах.
Варто зазначити, що алгоритм дає не лише вiдповiдь, а й саму виграшну стратегiю
гри.

Практичну кориснiсть та актуальнiсть зiбраних теорем i властивостей показано
у розв’язаних задачах та написанiй програмi. Представленi задачi подiляються на
два типи: у першому потрiбно з’ясувати, хто переможе при правильнiй стратегiї, а в
другому – визначити яку незалежну гру потрiбно додати або змiнити для того, щоб
перемiг вибраний гравець. Доведенi теореми дали можливiсть створити швидкий i
простий алгоритм для програми, в якiй можна зiграти у гру Нiм з комп’ютером на
двох, трьох та чотирьох купках. Варто зауважити, що без використання результатiв
дослiдження реалiзувати алгоритм можна лише повним перебором, який працює за
дуже великий машинний час.
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Система дистанцiйного позицiювання з можливiстю
трьох координатної стабiлiзацiї

О. В. Крива
Виклики часу по захисту нашої країни вимагають нестандартних пiдходiв у

веденнi бойових дiй, що було доказано на полях битви по захисту столицi нашої
держави. Невеликi мобiльнi групи оснащенi сучасними ПТРК показали свою ефе-
ктивнiсть, однак iснує реальна загроза для оператора в умовах вiдкритої мiсцевостi
вiд снайперських груп ворога, якi прикривають бронетехнiку. Таку проблему мо-
жна вирiшити за допомогою нескладного станка з дистанцiйним вiзуальним кана-
лом. Подiбнi станки з успiхом використовуються для ручних кулеметiв. Невеликi
удосконалення по зменшенню маси та можливостi установки на серiйнi автомобiлi
значно розширять ефективнiсть ПТРК при повнiй безпецi оператора. Також подi-
бна технологiя повнiстю пiдходить при застосуваннi ПЗРК. В роботi розглядаються
двi версiї системи бюджетна з оптичним каналом на основi ендоскопа та системи
позицiювання з використанням шарової опори автомобiля i тяжок поперечної ста-
бiлiзацiї. Медичний ендоскоп ( використовуються при фiброгастроскопiї чи коло-
носкопiї) має гарний оптичний канал та ручний манiпулятор положення в трьохси-
стемнiй площинi. Манiпулятор забору тканини для бiопсiї використовується як для
налаштування, так i для активацiї функцiї запуску. Довжина ендоскопу може бути
бiльше двох метрiв, що достатньо для безпеки оператора, зручний окуляр, надiйна
механiка вiдсутнiсть елементiв живлення запорука надiйностi. Другий варiант си-
стеми позицiювання розроблено на основi сервоприводiв з енкодерами та зворотнiм
зв’язком по оптичному каналу, або з використанням заготовлених попередньо ша-
блонiв можливих загроз. Система управлiння також може опрацьовувати сигнали
сенсорiв положення акселерометрiв та гiроскопа. Для скорочення термiнiв розроб-
ки було взято за основу бiблiотеку пiдпрограм, якi використовуються для кранiв
вiдеокамер на знiмальному майданчику. Оптичний канал при такому варiантi може
бути як на основi вiдеокамери, так i на основi ендоскопу.
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Навчання з пiдкрiпленням для оптимiзацiї
параметрiв електромеханiчних систем

Д. С. Лукашов, Н. П. Лукашова
Однiєю з найважливiших проблем сучасної електромеханiки є пiдбiр оптималь-

них параметрiв для максимiзацiї корисної дiї системи. Через складнiсть системи
знайти параметри аналiтично не є можливим тому на практицi використовують
рiзнi обчислювальнi алгоритми. Однак вони мають недолiки, наприклад, можуть
бути неточними та швидкими, або ж точними але повiльними, цю проблему було
зазначено в [1]. Для подолання проблем iснуючих алгоритмiв пропонується вико-
ристати навчання з пiдкрiпленням глибоких нейронних мереж.

Запропанований на рисунку (1) спосiб працює наступним чином: випадковим
чином генеруються початковi параметри, пiсля чого НМ шукач пропонує новi па-
раметри, НМ Оцiнювач дає свою оцiнку ефективностi, симуляцiя дає свою, на основi
цих оцiнок формується помилка оптимiзатору, пiсля чого нейроннi мережi оновля-
ються за допомогою зворотного розповсюдження.
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Рис. 1. Схема роботи способу пошуку оптимальних параметрiв ЕМ систем
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Фаззi екстрактори
Г. В. Науменко

Як вiдомо, такi криптографiчнi примiтиви, як, наприклад, ключi шифруван-
ня та дешифрування, для безпеки повиннi бути з рiвномiрного розподiлу. Але не
все, що ми використовуємо для, наприклад, авторизацiй, має саме такий розпо-
дiл. Розглянемо для прикладу бiометричнi данi: скан лиця, скан сiткiвки ока, скан
вiдбитку пальця, голос, бiоакустичнi сигнали нашого тiла тощо - усе це явно не з
рiвномiрного розподiлу, але дуже активно використовується для безпеки i iденти-
фiкацiї користувача. Також, не дуже безпечно такi данi вiддавати третiм особам
для подальшої обробки. Один iз варiантiв, який можна застосувати для вилучення
стiйких криптографiчних примiтивiв - Фаззi екстрактори.

Нехай 𝑀 - деякий метричний простiр з визначенною на ньому метрикою 𝑑 i
через 𝑛 позначимо довжину елементiв 𝑀 .

Означення 1. (𝑚, 𝑙, 𝑡, 𝜖)-Фаззi екстрактором називають пару недетермiнованих ал-
горитмiв 𝐺𝑒𝑛,𝑅𝑒𝑝 з наступними властивостями:

а) Алгоритм генерування 𝐺𝑒𝑛, що приймає на вхiд 𝑤 ∈𝑀 i повертає видобу-
тий рядок 𝑟 ∈ {0, 1}𝑙 i допомiжний рядок 𝑝 ∈ {0, 1}*. Алгоритм репродукцiї
𝑅𝑒𝑝, що приймає на вхiд 𝑤′ ∈𝑀 i допомiжний рядок 𝑝 ∈ {0, 1}*.

б) Коректнiсть: якщо 𝑑(𝑤,𝑤′) ≤ 𝑡 та (𝑟, 𝑝)← 𝐺𝑒𝑛(𝑤), то тодi 𝑅𝑒𝑝(𝑤′, 𝑝) = 𝑟.
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в) Безпека: Для довiльного розподiлу 𝑊 на 𝑀 з ентропiєю 𝑚, рядок 𝑟 близь-
кий до рiвномiрно розподiленого навiть якщо має залежнiсть вiд значення
𝑝.

Допомiжний рядок 𝑝 може бути публiчним: це не робить видобутий рядок 𝑟
ненадiйним.

Вимога до такої системи - бути стiйкою до наступної атаки: зловмисник про-
сить випробувача вiдновити приватний рядок, використовуючи алгоритм 𝑅𝑒𝑝 на
вибранних спотвореннях секрету для довiльних публiчних рядкiв (в тому числi з
попереднiх запитiв до 𝐺𝑒𝑛). Для зловмисника повинно бути алгоритмiчно складно
вiдновити або вiдрiзнити який-небудь приватний рядок, що не був в запитi.

В данiй роботi проведено порiвняльний аналiз безпеки та ефективностi фаззi
екстракторiв, запропонованих у роботах [1, 2, 3, 4]
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Using TDD compared to manual testing

V. Nekriach, V. Kovalenko

Authors of software engineering books considered classic [1, 2] are passionate advo-
cates for the adoption of ’clean’ code and XP practices. This paper proposes a hypothesis
that one of the pillars of XP - Test Driven Development [3] is a better alternative com-
pared to manual testing.

The experiment has been set up in the following way: we have been writing code
for 3 months only using manual testing before handing in the results to the manual QA
team, and for 3 months we have been using TDD(mostly writing small unit tests and
occasionally writing integration tests) and then passing a new version to the manual
QA. Most of the features we worked on were small incremental changes of the project
or small bug fixes.

The results of using this technique are quite fascinating as all the 11 features that
had been made with the use of TDD made it to the production environment without
any bugs noticed by manual QA. Meanwhile, the results for the features for which we
used manual testing aren’t as good - only 9 did.

Passed manual QA Sent back
Follows TDD 11 0

Manual dev testing 9 6
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Based on the results of the experiment, authors of this paper propose a hypothesis
that TDD is a better and an easier alternative for developers compared to manual testing
of code, as it reduces the possibility of human error and simplifies implementation of the
code required to pass the test.
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Протокол обмiну повiдомленнями на основi
лiнiйних функцiй i операторiв

С. Л. Кривий, Ю. О. Нортман
Пропонований протокол обмiну повiдомленнями ґрунтується на властивостях

операторiв у лiнiйному просторi i складностi алгоритмiв розв’язання систем лi-
нiйних неоднорiдних дiофантових рiвнянь над множиною натуральних чисел [1, 2].
Використовуючи деяку послiдовнiсть таких вiдображень зi зсувами на деякi заданi
вектори, дiстаємо можливiсть за результуючим значенням оператора знайти його
початкове значення. В протоколi всього чотири кроки, якi описують взаємодiю мiж
абонентами Алiсою i Бобом.
Крок 0 Алiса i Боб просять Джона згенерувати для них спiльний ключ 𝑐 - цiле

додатне число або вектор таких чисел заданої розмiрностi.
Крок 1 а) Алiса будує систему лiнiйних виразiв 𝐴𝑥, де 𝐴 матриця розмiрностi 𝑝×

𝑞(𝑝 < 𝑞), невиродженi матрицi розмiрностi 𝑝× 𝑝 𝐵0, 𝐵1, ..., 𝐵𝑠 i вектори
𝑏0, 𝑏1, ..., 𝑏𝑠, 𝑏, де 𝑏, 𝑏𝑖 - приватнi вектори зсуву з цiлими координатами,
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑠;

б) Будує систему виразiв 𝐷(𝑥) = 𝐵𝑠(𝐵𝑠−1(...𝐵1(𝐵0(𝐴(𝑥)) + 𝑏0) + 𝑏1)...) +
𝑏𝑠−1) + 𝑏𝑠) + 𝑏;

в) Висилає Бобу вирази 𝐴𝑥, i 𝐷(𝑥) вiдкритим каналом.
Крок 2 а) Боб обирає довiльний вектор 𝑥 розмiрностi 1×𝑞 i обчислює [1] значення

𝐴𝑥 = 𝑣, яке є приватним;
б) Обчислює значення 𝐷(𝑥) = 𝑑 i висилає Алiсi значення 𝑑′ = 𝑑+ 𝑐 вiдкри-

тим каналом.
Крок 3 Алiса за значенням 𝑑′ обчислює значення 𝐵−1

0 (𝐵−1
1 (...(𝐵−1

𝑠−1(𝐵
−1
𝑠 (𝑑′−𝑐)−

𝑏) − 𝑏𝑠) − 𝑏𝑠−1))... − 𝑏1) − 𝑏0 = 𝐴(𝑥) за допомогою обернених матриць до
матриць 𝐵𝑖 [3].

Надiйнiсть наведеного протоколу цiлком ґрунтується на таємностi ключа 𝑐 та
складностi розв’язання системи лiнiйних дiофантових рiвнянь в множинi натураль-
них чисел, тобто на криптографiчнiй функцiї 𝑓𝑐 : 𝐷𝑥+ 𝑐 = 𝑑′.

Для передачi наперед заданих повiдомлень використовуються системи лiнiйних
рiвнянь над скiнченним полем, яке iзоморфне полю лишкiв за модулем простого
числа i над яким такi системи завжди сумiснi [1].
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Для реалiзацiї протоколу була обрана мова програмування Java 11, для передачi
повiдомлень мiж абонентами використовується брокер повiдомлень RabbitMQ [4],
який працює по протоколу AMQP (Advanced Message Queuing Protocol) [5].
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Щодо iснування ортоморфiзмiв над групами, якi
застосовуються у криптографiчних задачах

О. Ю. Паршин, С. В. Яковлєв

Для побудови деяких криптографiчно стiйких примiтивiв, наприклад, схем ши-
фрування Лая-Мессi та квазi-Фейстеля, схеми гешування Девiса-Мейєра тощо, не-
обхiдно використовувати так званi ортоморфiзми для запобiгання можливим ура-
зливостям.

Нехай ⟨𝐺,+⟩ — група порядку 𝑛. Вiдображення 𝜑 : 𝐺 → 𝐺 називається орто-
морфiзмом, якщо ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 : 𝑥 − 𝜑(𝑥) = 𝑦 − 𝜑(𝑦) ⇒ 𝑥 = 𝑦. Зокрема, з означення
випливає, що вiдображення 𝜑(𝑥) та 𝜑′(𝑥) = 𝜑(𝑥)− 𝑥 повиннi бути бiєктивними.

У частковому випадку, коли 𝐺 є групою двiйкових векторiв {0, 1}𝑚 вiдносно
побiтового додавання, в роботi [1] доведено iснування ортоморфiзмiв та наведено
алгоритм їх побудови. Такi ортоморфiзми широко використовуються для побудови
шифрiв на основi схеми Лая-Мессi. Однак в останнi роки, у зв’язку iз широким
розповсюдженням новiтнiх протоколiв доведення з нульовим розголошенням, цiка-
вiсть становлять такi групи, як 𝑍*

𝑝 , 𝑍*
𝑝𝛼 , 𝑍*

𝑝𝑞 , 𝑍*
𝑛, де 𝑝 та 𝑞 — простi, 𝑛 — довiльне

натуральне.
У данiй роботi показано, що ортоморфiзми не можна побудувати над адитив-

ними групами 𝑍+
𝑛 у випадку, коли 𝑛 є парним, а також над мультиплiкативними

групами 𝑍*
2 , 𝑍*

4 , 𝑍*
𝑝𝛼 та 𝑍*

2𝑝𝛼 . Над адитивними групами 𝑍+
𝑛 , де 𝑛 непарне, а також

над мультиплiкативними групами 𝑍*
2𝑛 при 𝑛 ≥ 3 та 𝑍*

𝑝𝑞 побудова ортоморфiзмiв
виявляється можливою.
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У подальшому планується провести аналiз iснування ортоморфiзмiв над муль-
типлiкативною групою 𝑍*

𝑛 для довiльного 𝑛, а також створити обчислювально ефе-
ктивнi алгоритми побудови ортоморфiзмiв над групами, де це можливо.
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The optimal control problem with application to
business strategy

O. Kapustian, I. Reznichenko
In this paper, we consider the optimal control problem that describes a business

strategy for a plant that produces a unique good [1]:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑇∫︀
0

(1− 𝑢(𝑡))𝑥(𝑡) · 𝑝𝑑𝑡→ max,

�̇� = 𝑢𝑥,

𝑥(0) = 𝑎, 𝑎 > 0, 𝑝 > 0,

𝑈 = {𝑢(𝑡)|0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]} ⊂ R,

(1)

where 𝑥(𝑡) is total amount of produced goods (output), 𝑎 is an initial productive
capacity, 𝑢(𝑡) is the fraction of the output 𝑥(𝑡) that we reinvest, 𝑝 is the selling price of
goods, 𝑈 is a set of admissible controls. Functions 𝑢(𝑡) are piecewise continuous. At every
moment, such production can either be reinvested to expand the productive capacity or
sold. The initial productive capacity grows as the reinvestment rate. The main aim of
this paper is to show what fraction 𝑢(𝑡) of the output 𝑥(𝑡) at time 𝑡 should be reinvested
to maximize total sales over the fixed period [0;𝑇 ] and the fixed selling price (constant).
To gain the aim we solve this optimal control problem with two main approaches -– the
Variational approach (Pontryagin Maximum Principle) and the Dynamic Programming
approach [2]. Both approaches show that in a situation where the business strategy is of
medium or long time, the best choice is to invest the entire production to increase it up
to time 𝑇 − 1 and then sell everything to make profit.

Список лiтератури

[1] A. Calogero. Notes on optimal control theory with economic models and exercises.
– Dipartimento di Matematica e Applicazioni, Universita di Milano-Bicocca. – May
14, 2018. – 152 p. (Preprint).

[2] W.H. Fleming and P.W. Rishel. Deterministic and stochastic optimal control.
Springer-Verlag, 1975.

45



Authors

Iлона Резнiченко — студентка 4-го курсу, факультет комп’ютерних наук та
кiбернетики, Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ,
Україна; E-mail: barsareznich@gmail.com

Олена Анатолiївна Капустян — доцент кафедри системного аналiзу
та теорiї прийняття рiшень, факультет комп’ютерних наук та кiбернетики,
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна;
E-mail: olenakapustian@knu.ua

Аналiз якiсних показникiв обробки даних оглядових
радiолокацiйних систем спостереження

С. В. Старокожев
Система спостереження повiтряного простору (ССПП) виконує функцiї контро-

лю та безпеки повiтряного простору країни. Основним джерелом даних про повi-
тряний простiр є оглядовi радiолокацiйнi системи (ОРЛС). Обробка даних ОРЛС є
основою для прийняття рiшень у ССПП. Якiсть прийняття рiшення визначається
як якiстю, так i складом iнформацiї (даних), на основi якої приймаються рiшення
[1].

Обробка даних ОРЛС – це приведення iнформацiї, отриманої вiд ОРЛС, до ви-
ду можливого для використання. Система обробки даних повiтряного об’єкта (ПО)
безпосередньо пов’язана з джерелами сигналiв i забезпечує вирiшення наступних
iнформацiйних завдань [1, 2]: виявлення та вимiрювання параметрiв прийнятих си-
гналiв i вiдсiювання завад; виявлення та вимiрювання координат ПО; «зав’язки»
виявлених сигналiв у траєкторiї та визначення параметрiв цих траєкторiй; обчисле-
ння згладжених та упереджених на де який вiдрiзок часу координат ПО.

Рiшення задач обробки даних ОРЛС призводить до поетапної обробки потокiв
даних котрi можливо роздiлити на наступнi етапи: обробка сигналiв ОРЛС, пер-
винної обробки даних (ПОД) та вторинної обробки даних (ВОД) [3, 4].

Оптимальнiсть рiшення задачi виявлення сигналiв приймається, як правило, за
критерiєм Неймана-Пiрсона, котрий зводиться до максимiзацiї iмовiрностi правиль-
ного виявлення сигналiв при обмеженнi на iмовiрнiсть хибного виявлення. Цi двi
iмовiрностi i є показниками якостi виявлення сигналiв. Операцiї оцiнки параметрiв
сигналiв у загальному випадку оптимiзується за критерiєм мiнiмуму середнього ри-
зику [5].

Метою роботи є аналiз якiсних показникiв обробки даних оглядових радiоло-
кацiйних систем спостереження. Показано, що як показник якостi iнформацiйного
забезпечення ССПП можна застосовувати iмовiрнiсть правильного виявлення траси
i траєкторiї ПО.
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Аналiз структури обробки даних первинних
радiолокаторiв

М. Г. Ткач
Основним джерелом даних про повiтряну обстановку в системi контролю вико-

ристання повiтряного простору є первиннi радiолокатори. Це визначає вимогу опти-
мiзацiї обробки даних первинних радiолокаторiв (ПРЛ), яка визначає оптимiзацiю
виявлення траси повiтряного об’єкта [1, 2]. Зараз обробка iнформацiї ПРЛ неми-
слима без широкого використання iнформацiйних технологiй. Саме iнформацiйнi
технологiї дозволяють реалiзувати автоматичний збiр, обробку, зберiгання, переда-
чу та видачу даних користувачам, пiдвищуючи при цьому практично всi показники
якостi даних первинних радiолокацiйних систем [3, 4]. Система обробки даних ПРЛ
безпосередньо пов’язана з джерелами сигналiв та забезпечує вирiшення наступних
iнформацiйних завдань: виявлення та вимiрювання параметрiв корисних прийня-
тих сигналiв та вiдсiювання завад; виявлення та вимiрювання координат повiтряних
об’єктiв; зiставлення виявлених сигналiв у траєкторiї та визначення параметрiв цих
траєкторiй; обчислення згладжень та випереджень на деякий вiдрiзок часу коор-
динат повiтряних об’єктiв. Складнiсть структури системи обробки даних ПРЛ не
дозволяє проводити формалiзацiю та аналiз її роботи загалом, що вимагає розби-
ття системи обробки даних ПРЛ на кiлька частин [5]. Розв’язання задач обробки
даних ПРЛ призводить до поетапної обробки потокiв даних, якi можна подiлити
на такi етапи: обробки сигналiв ПРЛ; первинної обробки даних; вторинної оброб-
ки даних. Проведенi дослiдження наочно показують, що етапна реалiзацiя обробки
даних ускладнює наскрiзну оптимiзацiю виявлення i вимiрювання координат ПО.
Так, як стабiлiзацiя ймовiрностi помилкового виявлення ПО повинна здiйснювати-
ся аналоговим порогом виявлення сигналу, що складно забезпечити в розглядаємiй
системi обробки даних первинного радiолокатора.
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